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ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ
ПОСТИЖЕНИЕ ЧЕРЕЗ СОПРЯЖЕНИЕ

Мир един и неделим. И не важно даже, кто первый произнес эти, безусловно, правильные слова. Однако, когда речь заходит об исследовании мира, мы, как правило, беспощадно делим и максимально упрощаем его, чтобы ничто не мешало нам изучать полученный таким образом кусочек мира. Самый привычный прием упрощения - введение признаков, характерных черт, свойств, факторов, присущих или не присущих нашему объекту изучения. В этом случае можно эмпирически исследовать каждую из выбранных характеристик. И хотя мысль о том, что их достаточно большая совокупность синтезирует изучаемый объект, несколько наивна, все же в идее совместного рассмотрения как можно большего числа признаков что-то есть. Практически же эта идея приводит к построению и исследованию таблиц со многими входами, которые и служат предметом анализа предлагаемой вниманию читателя книги Г. Аптона. 

Речь в этой работе, правда, идет не о любых многомерных таблицах (что было бы уместно в книге по многомерному статистическому анализу), а лишь о таких, в которых из-за неумения или нежелания мы фиксируем только число элементов выборки, обладающих соответствующим набором признаков. Это означает, что измерения ведутся в номинальной шкале. Конечно, часто хочется большего, но и такие данные нередко вполне достаточны и весьма важны.

Когда имеешь дело с материалом такого рода, прежде всего важно суметь ответить на следующие вопросы: как получены экспериментальные данные? какова статистическая модель ситуации? как выбраны меры и критерии? в чем цель исследования?

Первый из них, в свою очередь, можно свести к вопросам о том, чем и как мы управляем в ходе исследования. А такие формулировки характерны для планирования эксперимента. В этом смысле можно говорить о выборе самих признаков как о задаче планирования эксперимента (может быть, лучше сказать <предпланирования>).

Все подобные вопросы остались за границами книги: они требуют слишком большого проникновения в суть конкретных задач. Без внимания остались и вопросы об объеме выборки и ее структуре, о том, что мы обычно называем планом выборки. Следовательно, эта книга о <пассивном> эксперименте, об обработке данных, которые уже собраны, ничего ни прибавить, ни убавить нельзя. Понять автора вполне можно: рассмотрение проблем планирования потребовало бы резкого увеличения объема книги.
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Отвечая на второй из перечисленных выше вопросов, сразу отметим, что самая естественная модель такого рода - это модель дисперсион-ного анализа, которая и используется в книге почти во всех случаях. Причем автору удалось достигнуть такой ясности и легкости повествования, какие характерны для изложения вполне сформировавшихся научных концепций. Можно было бы, конечно, работать в рамках регрессионной или байесовской моделей (о чем автор упоминает), но это неминуемо привело бы к потере многих достоинств книги и даже изменило бы ее ориентацию. Напомним, что в модели дисперсионного анализа уровни факторов считаются заданными без всяких ошибок; следовательно, мы всегда безошибочно можем отличить, скажем, любителя тенниса от поклонника крикета, а любителя бейсбола от почитателя шахмат. Статистические свойства признаются за откликом. (А если отклик - не частота, то модель репараметризуется.)

Хотя в книге упоминаются многие меры связи и независимости, а также критерии качества моделей, накопленные в процессе длительного развития прикладной статистики, центральную роль все же играют <вариации на тему ?2-критерия>. Сознавая некоторую ограниченность такой позиции, нельзя не признать, что это единственный способ консолидации того огромного разрозненного материала, который был собран к моменту начала работы над книгой.

Говоря о целях исследования, можно иметь в виду как содержательный, так и методологический аспекты. В содержательном плане таблицы сопряженности служат важным инструментом для социолога, экономиста, демографа, реже - инженера. Потребность в них обычно возникает тогда, когда мы пытаемся понять особенности поведения выборки некоторых объектов через приписываемые этим объектам свойства. Причем желание <сопрягать> несколько свойств диктуется, как правило, тем, что поодиночке их уже испытали и потерпели фиаско. С методологической стороны вопрос сводится к тому, какую гипотезу (или гипотезы) мы собираемся проверять. Автор подробно останавливается на всех стандартных ситуациях, так что нет смысла их перечислять.

Таким образом, мы имеем дело с компактной и четкой монографией по таблицам сопряженности признаков (кстати, насколько нам известно, первой на русском языке), адресованной прежде всего пользователю и снабженной многочисленными конкретными примерами.

Однако ограничиться сказанным нельзя, ибо данная книга - результат переворота в методологии анализа таблиц сопряженности признаков, связанного с именем профессора Чикагского университета Лео Гудмена, который ввел так называемую логарифмически-линейную модель. Его идея, оказавшаяся очень богатой, совсем проста. Если учтены все важные признаки, то естественно предположить, что частота в некоторой ячейке пропорциональна произведению частот самих признаков, образующих эту ячейку. Тогда получится модель, линейная относительно логарифма частоты. Именно такой подход позволил объединить многочисленные и многообразные результаты в единую стройную теорию. Монография Л. Гудмена (см. список дополнительной литературы в конце книги) издана в США одновременно с 
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данной книгой. Она не только в пять раз больше по объему, но и адресована в основном специалистам по статистической методологии. Здесь же Г. Аптону удалось трансформировать большой и сложный материал так, что он стал вполне доступным для конкретного специалиста, знакомого с азами статистической теории.

Структура книги отчетлива и логична. Она хорошо отражена в авторском предисловии и оглавлении. Не будем их дублировать, отметим лучше, что логлинейная модель порождает структуры, обладающие глубоким и не до конца выясненным родством с полными и дробными факторными экспериментами. В неожиданном ракурсе представлены связи между концепцией смешанности эффектов, моделью дисперсионного анализа и вырожденностью полной матрицы системы нормальных уравнений метода наименьших квадратов в стандартных задачах дисперсионного анализа. Книга написана простым языком; переводы основных терминов вместе с их оригиналами приведены в конце книги.

Мы уже говорили, что это первая книга на русском языке, посвященная специально таблицам сопряженности признаков. Но было бы неверно думать, что данная тема не обсуждалась ранее. Нами составлен весьма краткий список дополнительной литературы, который призван помочь заинтересованному читателю пойти дальше или углубиться в историю. Список открывает монография Л. Гудмена [1], составленная из его статей. Ее чтение - наилучший способ углубления в проблематику логлинейных моделей. Классические результаты, как правило, с примерами можно найти, в частности, в работах [2]-[6]. Систематический обзор мер связи и соответствующих им статистических критериев приведен в [7], а информационные меры - в [8] и [9]. О связи с задачами планирования факторных экспериментов говорят работы [10] и [11], с моделью регрессионного анализа - [12]. Анализ остатков (причем не обязательно для случая частот) описан в [13] и [14]; общие соображения о проверке гипотез для таблиц сопряженности есть в [15], байесовский анализ для таблиц 2?2 - в [16], а быстрые методы проверки гипотез - в [17]. Группа работ [18]-[32] интересна главным образом иллюстрациями из самых разнообразных областей человеческой деятельности: археологии и антропологии, медицины и фармакологии, экономики и демографии и др. Отметим еще, что таблицы сопряженности (и их обобщения - таблицы с многими входами) используются иногда как вспомогательные средства в рамках некоторых процедур обработки данных. Это имеет место, например, в процедуре одного из методов планирования отсеивающих экспериментов, метода случайного баланса [33], [34] и в ряде ситуаций имитационного моделирования [35]. Из авторской библиографии и нашего дополнительного списка, двигаясь по цепочке ссылок, можно получить исчерпывающее представление о работах в этой области.

Мы надеемся, что сказанного достаточно для того, чтобы у читателя возникло желание освоить методы анализа таблиц сопряженности признаков и тем самым овладеть еще одним инструментом познания структуры нашего мира в его единстве.

Ю.Адлер

ПРЕДИСЛОВИЕ

Посвящается М. и Д.
Эта книга обязана своим появлением курсу лекций, которые меня пригласили прочитать на летней школе Европейского консорциума политических исследований в университете Эссекса в 1976 г. Готовясь к этим лекциям, я заметил, что после 1970 г. в области анализа таблиц сопряженности достигнуты большие успехи, но до сих пор нет простого руководства по новым методам. Коллеги по летней школе прекрасно приняли мои заметки, и родилась идея этой книги.

Цель книги - облегчить подход к трудностям анализа <перекрестно-классифицированных> данных, которые статистики знают как таблицы сопряженности, а социологи - как таблицы со многими входами. Данная книга адресована прежде всего социологам-исследователям, которые накапливают данные и нуждаются в средствах их анализа. Располагая многомерными данными, такой ученый подчас проводил анализ в терминах мер связи для таблиц с двумя входами. Теперь, познакомившись с нашей книгой, он, можно надеяться, будет в состоянии вести более тонкий анализ.

Книга изобилует ссылками на первоисточники. Обозначения в пределах разумного согласованы с этими первоисточниками. Общее представление об основах статистической методологии - вот все, что требуется от читателя. Поэтому книга должна стать одинаково полезной и для исследователя, и для студента, осваивающего статистику.

В гл. 1 даются очерк, вводящий в основную проблему, и обзор статистических методов, используемых в книге. Главы со 2-й по 4-ю - это сводка наиболее важных <традиционных> методов анализа, в том числе методов анализа связей. Эти главы служат одновременно и введением в использование логарифмически-линейной модели, которая рассматривается на протяжении 5-9-й глав. Последняя глава отведена для частных задач, возникающих при обработке данных опросов. Принципиальная установка этой книги - упор на ведущую роль логарифмически-линейной модели и методов измерения связей в анализе таблиц сопряженности.

Насколько это возможно, уравнения приводились только тогда, когда это облегчало понимание описываемых методов. Когда же в теории возникали трудности (для автора, как и для читателя), они опускались и давались ссылки на первоисточники и краткие аннотации.

Я признателен многим людям, способствовавшим появлению этой книги, с благодарностью приму сообщение о любых обнаруженных ошибках и учту его в дальнейшей работе.

Август 1977 Г. Дж. Г. АПТОН

ГЛАВА I ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ СТАТИСТИКИ

1. ВВЕДЕНИЕ


Эта книга посвящена методам, пригодным для анализа данных весьма специального вида. Такие данные представляют собой числа людей, населенных пунктов или вещей, обладающих различными сочетаниями свойств. Подобные данные появляются сами собой, когда обобщаются результаты обследований или анализируются опросные анкеты, хорошо известные социологам. В табл. 1.1 представлены условные сводные данные обследования, направленного на выяснение спортивных интересов населения Великобритании. 

Лица, опрашиваемые в этом обследовании, классифицируются по трем признакам (критериям): по полу, по возрасту и по тому, какому виду спорта они отдают предпочтение. Поскольку все три классификации используются одновременно, мы говорим, что имеет место перекрестная классификация данных. С другой стороны, поскольку каждый из участников обследования попадает в одну из восьми возможных разновидностей ответов, мы можем называть такие данные категоризованными (дискретными, качественными).

Если мы всмотримся в данные табл. 1.1, то заметим различные особенности, которые можно интерпретировать. Бросается в глаза, что большинство женщин предпочитает теннис (181 из 206), тогда как большинство мужчин отдает предпочтение крикету (132 из 194). Вероятно, следующие наиболее очевидные обстоятельства заключаются в том, что молодежь в выборке преобладает (55% тех, кто не старше 45 лет) и что среди перешедших рубеж 45 лет больше женщин (98 из 180, что составляет 54%). Есть в данных и другие особенности. Цель этой книги - описать методы, которые должны помочь нам выявлять интересные особенности данных такого рода.

Таблица 1.1.

Результаты обследования спортивных интересов

	Категории обследуемых (вид ответа)
	Количество

	Мужчина, старше 45 лет, предпочитающий крикет теннису

Мужчина, старше 45 лет, предпочитающий теннис крикету

Мужчина, 45 лет и моложе, предпочитающий крикет теннису

Мужчина, 45 лет и моложе, предпочитающий теннис крикету

Женщина, старше 45 лет, предпочитающая крикет теннису

Женщина, старше 45 лет, предпочитающая теннис крикету

Женщина, 45 лет и моложе, предпочитающая крикет теннису

Женщина, 45 лет и моложе, предпочитающая теннис крикету
	58

24

74

38

12

86

13

95


[7]

1.2. ПЕРЕКРЕСТНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ

Перекрестная классификация - это выражение, хорошо знакомое пользователям пакета программ SPSS (пакет статистических программ для социологов), см. [Niе N. Н. еt аl., 1975]. Там описано довольно простое представление данных табл. 1.1, но в более компактном виде, показанном в табл. 1.2.

Таблица 1.2. Перекрестная классификация данных табл. 1.1

	Предпочтение
	Мужчины
	Женщины

	
	старше 45 лет
	45 лет и моложе
	всего
	старше 45 лет
	45 лет и моложе
	всего

	Крикет
Теннис
	58

24
	74

38
	132

62
	12

86
	13

95
	25

181

	Всего
	82
	112
	194
	98
	108
	206


Мы можем рассматривать две части табл. 1.2 как две подтаблицы. Каждая из них учитывает два критерия - пол и предпочтение. Поэтому мы называем такую таблицу таблицей с двумя входами. С другой стороны, поскольку подтаблица легко располагается на плоскости и образует массив чисел, мы можем говорить о ней и как о двумерном массиве или двумерной таблице. Причем полную таблицу можно было бы легко представить на плоскости только после разбиения, показанного в табл. 1.2. Правда, в основу разбиения в табл. 1.2 положен такой признак, как пол, а мы могли бы с равным успехом разделить, скажем, по возрасту, что показано в табл. 1.3.

Табл. 1.2 и 1.3 - это фактически два альтернативных двумерных представления трехмерной таблицы, показанной на табл. 1.4. В табл. 1.4 выявляется симметричность структуры табл. 1.1, которая затушевана во всех других способах представления данных. В этом смысле представления в табл. 1.2 и 1.3, может быть, были бы лучше, но это, конечно, не метод записи данных, который был бы удобен на практике.

Таблица 1.3. Альтернативное представление табл. 1.1

	Предпочтение
	Старше 45
	45 и моложе

	
	мужчины
	женщины
	всего
	мужчины
	женщины
	всего

	Крикет
Теннис
	58

24
	12

86
	70

110
	74

38
	13

95
	87

133

	Всего
	82
	98
	180
	112

 
	108
	220


[8]

Таблица 1.4.
	[image: image2]


Трехмерное представление табл. 1.2

Позже мы выясним, как вести анализ трехмерных данных, вроде тех, что представлены в табл. 1.1, а заодно исследуем и методы, которые с равным успехом можно приложить и к n-мерным данным при n>3.

1.3. ВЫБОРКИ, СОВОКУПНОСТИ И СЛУЧАЙНЫЕ ОТКЛОНЕНИЯ

В табл. 1.1 мы привели гипотетическое множество результатов обследования. Теперь нам стоит проследить за историей этих результатов от исходного набора предписаний, данных коллективу обследователей (<команде>). В общем можно предположить, что эти предписания звучали приблизительно так: <Пойдите и опросите 400 взрослых людей, классифицируя опрашиваемых по следующим правилам...> Если правила выборки сформулированы, то результаты образуют выборку, от которой можно ожидать, что она станет зеркалом совокупности, из которой ее извлекли. Выходит, что сама совокупность оказывается в зависимости от правил выборки. Так, если все опрашиваемые въезжали в Большой Лондон между 10 и 11 часами утра в пятницу 22 июля 1977 г., то результаты, строго говоря, образуют выборку из совокупности людей, доступных для интервьюирования именно в этом месте и в это время. Если эта совокупность совсем такая же (с точки зрения таких признаков, как пол, возраст и крикет/теннис-предпочтение), как и прочее население Великобритании, то тогда и только тогда имело бы смысл извлекать эту выборку из всего населения страны. Огромные трудности выбора из неоднородных совокупностей и детали соответствующих методов мы оставим за границами нашей книги. Заинтересованные читатели могут обратиться к работе [Сосhran W. G., 1963].

Таблица 1.5. Результаты второй команды

	Предпочтение
	Старше 45
	45 и моложе

	
	мужчины
	женщины
	всего
	мужчины
	женщины
	всего

	Крикет 
Теннис
	53

25
	20

76
	73

101
	68

36
	11

111
	79

147

	Всего
	78
	96
	174
	104
	122
	226

	


[9]

Мы, конечно, не должны ожидать, что выборочными характеристиками будут всякий раз в точности одни и те же числа. Если, например, другая команда повторит обследование, пользуясь теми же самыми методами, что и первая, то интервьюированию подвергнется другая выборка и результаты могут получиться вроде тех, что представлены в табл. 1.5. Хотя эти результаты разительно отличаются от данных табл. 1.3, все же остаются в силе окончательные суждения о предпочтениях крикета для мужчин и тенниса для женщин. Важный момент состоит в том, что сами изменения надо рассматривать как выборочные различия. Назовем их случайными выборочными различиями (отклонениями). Отсюда само собой следует, что у нас нет оснований верить в точное отражение в выборке свойств совокупности.

1.4. НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Есть в статистике очень важная теорема, называемая центральной предельной теоремой. Она, между прочим, утверждает, что любые величины, которые в основном состоят из множества аналогичных отдельных значений, должны иметь приближенное нормальное распределение. А поскольку мы очень часто вынуждены иметь дело с суммами, нормальное распределение играет в статистике важную роль. Особенно важно так называемое единичное (нормированное) нормальное распределение - частный случай нормального со средним 0 и дисперсией 1.

Если X - случайная величина с единичным нормальным распределением, то мы определим

Р [X ? х] = Ф (х), (1.1)

где выражение в левой части уравнения (1.1) читается так: <вероятность того, что случайная величина X примет значение, меньшее или равное x>. Поскольку единичное нормальное распределение симметрично относительно среднего, равного 0, справедливо тождество

Ф(-х) = 1-Ф(х). (1.2)

В приложении 1 приведены краткие таблицы значения Ф (х) для положительных х. А для отрицательных значений х можно воспользоваться соотношением (1.2).

Пример 1.1

Известно, что случайная величина X имеет единичное нормальное распределение. Пусть нас интересуют следующие вопросы:

а. Чему равна вероятность того, что X превышает 0,4?

б. Будет ли значение - 1,8 необычайно малым?

Обратимся к приложению 1. Для х = 0,4 находим Ф(0,4) = 0,655. Это вероятность того, что X меньше, чем 0,4, следовательно, требуемая вероятность равна: 1 - 0,655 = 0,345.

Для х = 1,8 находим Ф(1,8) = 0,964. Нас же интересует вероятность Р [X ? - 1,8], которая в силу симметрии равна Р[X?1,8], и, следовательно, составляет 1 - 0,964 = 0,036, или 3,6%. Мы можем почувствовать, что - 1,8 это действительно довольно малое значение.

[10]

1.5. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ХИ-КВАДРАТ

Следующее распределение вероятностей, имеющее первостепенное значение при анализе таблиц сопряженности, это распределение хи-квадрат (?2), которое следующим образом соотносится с нормальным распределением. Если X имеет единичное нормальное распределение, то X2 имеет распределение ?2 с параметром 1. Существует целое семейство распределений ?2, зависящих от параметра, называемого <числом степеней свободы>.

Если случайная величина Y имеет распределение ?2 с d степенями свободы, то мы пишем, что Y имеет [image: image3]-распределение.

В приложении 2 для разных значений d приводятся значения у, соответствующие вероятностям Р [Y >у] = 0,10; 0,05; 0,01 и 0,001. Ниже показано на примерах, как пользоваться этими таблицами.

У ?2-распределения много интересных и полезных свойств. Так, если Y и Z - независимые случайные величины с распределениями ?[image: image4] - и ?[image: image5]- соответственно, то (У + Z) имеет распределение ?[image: image6]-- А вот еще узелок на память: среднее распределения ?[image: image7]- равно d.

Дальнейшие подробности относительно ?2 и нормального распре-делений можно найти в более простых учебниках статистики, см., например, книгу [Yeomans К. А., 1968]. А более подробные таблицы обоих распределений содержатся во многих сборниках статистических таблиц*, например в [Lindley D. V., Miller J. C.P., 1952].

Пример 1.2

Известно, что Y имеет распределение ?[image: image8] - Наблюдается значение 12,40. Не слишком ли оно велико?

Обращаемся к приложению 2 и выбираем строку, соответствующую d = 4. Видим, что Р [Y >9,49] = 0,05, а Р [Y > 13,28] = 0,01. Интересующее нас значение 12, 40 лежит между 9,49 и 13,28, откуда можно заключить, что вероятность этого значения заключена между 0,05 и 0,01. Вероятность между 5 и 1% довольно мала, и мы можем почувствовать, что 12,40 - это достаточно большое значение.

Пример 1.3

Известно, что Y имеет распределение ?[image: image9] - Наблюдается значение 44,00. Не слишком ли оно велико?

Обращаемся к приложению 2 и обнаруживаем, что d = 36 в таблице отсутствует. Зато там есть d = 30 и d = 40, и, воспользовавшись линейной интерполяцией, мы найдем, что значение у, соответствующее вероятности Р [Y >у] = 0,10, приблизительно равно: 40,26 + 0,6?(51,81 - 40,26) = 47,19. Поскольку наше значение 44,00 несколько меньше, чем 47,19, выходит, что Р [Y >44,00] >0,10. Отсюда следует, что значение 44,00 отнюдь не слишком велико, ибо его можно ожидать чаще, чем в 10% случаев.

[11]

1.6. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ

До самого конца книги мы будем постоянно делать предположения, направленные на поиск возможностей математического описания взаимосвязей, содержащихся в данных. Такое предположение назовем гипотезой. Поближе познакомимся с теми гипотезами, какие мы выдви-нем применительно к множествам данных, подобных представленным в табл. 1.1. Эти гипотезы относятся к независимости друг от друга соответствующих признаков (таких, как пол, возраст и крикет/теннис-предпочтение в данном случае), т. е. к взаимной независимости, которую мы изучим детально. Будем называть нашу исходную гипотезу нуль-гипотезой.

Для проверки истинности или ложности этой гипотезы нам надо сравнить ее с какой-то альтернативной гипотезой, которую применительно к нашим случаям проще всего определить как <нуль-гипотеза не верна>.

Для проверки состоятельности нуль-гипотезы исследователи-аналитики применяют следующий подход. Сначала они предполагают, что нуль-гипотеза верна. Затем, пользуясь этим предположением, пытаются подсчитать вероятности, связанные с возможными значениями некоторых сочетаний чисел, подлежащих проверке. Эти самые <некоторые подходящие значения> называют статистиками, лежащими в основе критерия. Если наблюденное значение этой статистики необычно, например, в том смысле, что его или значение, еще больше отстоящее от среднего, можно ожидать не чаще, чем в 1% случаев, то статистики утверждают, что либо произошел очень редкий случай, либо не верно исходное предположение (нуль-гипотеза). В общем они тогда предпочитают последнюю точку зрения и отвергают нуль-гипотезу в пользу альтернативы.

Пример проверки гипотезы дает ?2-критерий качества модели, описанный в параграфе 1.8.

1.7. ОЦЕНИВАНИЕ И ОЖИДАНИЕ

Одна из особенностей данных табл. 1.1 заключается в том, что среди 400 опрошенных было 194 мужчины и 206 женщин. Если группа опрошенных представляла случайную выборку из населения Великобритании (а это следует предположить), то мы можем воспользоваться такой выборочной информацией для получения некоторых выводов относительно всего населения. Это называется статистическим выводом.

Здравый смысл подсказывает, что если нет никакой дополнительной информации, кроме той, что содержится в цифровых данных, то лучшее утверждение, какое мы можем сделать относительно доли мужчин в совокупности,- это 194/400 = 0,485. В данном случае здравый смысл совпадает со статистическим принципом. Если неизвестную долю мужчин в совокупности обозначить через р, то довольно просто показать, что это именно то значение р (получившееся из экспериментальных данных о 194 мужчинах и 206 женщинах), которое с наибольшей вероятностью можно встретить при повторной выборке. Статисти-
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ки называют это значение роценкой максимума правдоподобия и обозначают его [image: image10].

Слово <оценивание>, следовательно, ассоциируется с выводом по выборке о совокупности. С другой стороны, оценивание по смыслу ассоциируется с движением в обратном направлении, что проще всего показать на примере. Пусть у нас есть новенькая монета с <орлом> на одной стороне и <решкой> на другой. Если мы будем ее подбрасывать честно, то все согласятся, что примерно в половине случаев она выпадет <орлом>, а в остальных - <решкой>. Если мы подбросим монету N раз, то статистическое ожидание числа <орлов> будет в точности 1/2N. Заметим, что когда N нечетно, то и ожидание не будет целым числом. Вовсе не обязательно, чтобы ожидаемая частота (ожидание) была целым числом, что вводит в терминологию некоторую путаницу.

Теперь мы готовы к тому, чтобы объединить идеи оценивания и ожидания. Давайте положим, что мы извлекаем из населения Великобритании новую выборку. На этот раз предполагается опросить 1000 человек. Какое число мужчин в этой выборке можно ожидать, опираясь на наши предыдущие результаты? Начнем с оценки 0,485 для доли мужчин в совокупности. Отсюда, если пользоваться представлениями об ожидаемых частотах, следует, что мы <ожидаем> 1000?0,485 = 485 мужчин. Фактически мы утверждаем, что если ограничиться одним единственным числом, то стоит взять 485, и мы при этом полагаем, что это именно то число, к которому должен приблизиться наш результат. Если же этого не случится, то мы заключим, что нуль-гипотеза (в данном случае о том, что доля мужчин равна 0,485) не верна. Чтобы убедиться в верности или неверности нуль-гипотезы, нужна какая-то статистика, которую можно положить в основу критерия. Мы рассмотрим ее в следующем параграфе.

1.8. ХИ-КВАДРАТ КРИТЕРИЙ КАЧЕСТВА МОДЕЛИ

В предыдущем параграфе мы обсуждали ситуацию, где на основе предварительной информации мы заключили, что наиболее вероятное значение некоторой частоты равно 485. Следовательно, мы имели ожидаемую частоту 485. Давайте теперь предположим, что наблюденное значение этой частоты оказалось 510. Мы хотим знать, не слишком ли велико различие между 510 и 485, равное 25, чтобы усомниться в разумности <ожидаемого> значения 485 и отказаться от него. Ясно, что это различие должно играть важную роль в нашем решении, но ясно и то, что мы должны считаться с отношением величины различия и ожидаемого значения 485, поскольку 25 должно быть более существенным для малых ожидаемых значений, чем для больших. Эти соображения приводят нас к использованию величины 25?25/485 в качестве критерия меры пригодности или непригодности нашей гипотезы.

В случаях, которые мы рассмотрим в этой книге, в основном те же самые идеи оценивания и ожидания будут прилагаться к каждому из индивидуальных значений в таблице сопряженности, подобной табл. 1.5. Для таких данных мы можем, например, ввести в рассмотрение одну из следующих гипотез:
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H'o - числа мужчин и женщин в совокупности равны; 40% лиц обоих полов - старше 45 лет, 3 из 4 мужчин предпочитают крикет, 3 из 4 женщин предпочитают теннис;

H''o - результаты второго обследования должны быть такими же, как и первого (табл. 1.3), ожидаются лишь различия, обусловленные случайной изменчивостью;

H'''о - доли мужчин-любителей крикета и людей старше 45 лет те же, что в выборке, и все они независимы друг от друга.

Каждой из этих нуль-гипотез соответствуют свои альтернативы, которые просто устанавливают, что данная нуль-гипотеза не верна.

Так как нас интересует каждое из индивидуальных значений в таблице, нам надо объединить информацию о различиях между ожидаемыми (E) и наблюдаемыми (О) значениями. Первое, что приходит в голову, - это рассмотреть величину (О - Е)2/Е и придумать какую-нибудь статистическую теорию для этой величины, чтобы получить подходящий метод объединения информации при получении этой величины для каждой ячейки с последующим суммированием по ячейкам. Другими словами, мы вводим статистику для нашего критерия, обозначаемую X2 и равную, по определению,

X2 = [image: image11](1.3)

К. Пирсон [Pearson К., 1904] был первым, кто предложил этот критерий и доказал, что, если только ожидаемые значения не слишком малы, распределение X2 будет приблизительно тем же, что и распределение ?2- Число степеней свободы для ?2-распределения получается при вычислении d, где

d=(число ячеек) - (число ограничений, налагаемых на данные). (1.4) 

Для гипотез H'o и H''o существует только одно ограничение на данные, а именно: сумма ожидаемых значений равна 400 (сумме наблюденных значений). Для гипотезы H'''о ограничения более сложные, и мы рассмотрим их подробно ниже. Величину X2 иногда называют ?2 критерием Пирсона.

Альтернатива для X2, которой мы будем широко пользоваться, - это величина

Y2 = 2[image: image12]. (1.5)

Она получается из сопоставления оцениваемой вероятности совместного появления наших данных при условии верности нуль-гипотезы с соответствующей вероятностью для альтернативной гипотезы. Оцениваемая совместная вероятность такого типа называется правдоподобием, а уравнение (1.5) есть отношение двух правдоподобий. Следовательно, Y2 тоже имеет приближенное распределение X2 с тем же самым числом степеней свободы, поэтому его иногда называют ?2-отношением правдоподобия. На практике редко наблюдаются очень большие расхождения между значениями X2 и Y2.
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Пример 1.4.

Обратимся к нуль-гипотезе Н'o. Она требует ожидаемого числа мужчин, равного 200, и такого же числа женщин, причем по 80 человек каждого пола должны быть старше 45 лет. Поскольку в соответствии с этой гипотезой 3 из 4 мужчин предпочитают крикет, находим ожидаемое значение (3/4)?80 = 60 мужчин, старше 45 лет, любителей крикета. Все множество ожидаемых значений приведено в табл. 1.6.

Таблица 1.6. Ожидаемые частоты для гипотезы H'о
	Предпочтение
	Старше 45
	45 и моложе

	
	мужчины
	женщины
	всего
	мужчины
	женщины
	всего

	Крикет
Теннис
	60

20
	20

60
	80

80
	90

30
	30

90
	120

120

	Всего
	80
	80
	160
	120
	120
	240


Сравнивая табл. 1.6 с наблюдаемыми значениями в табл. 1.5, мы найдем

X2=[image: image13] 0,817 + 0,000+1,250 + ... + 4,900 = 29,845.

Число степеней свободы равно: (8 - 1) = 7. В предположении, что нуль-гипотеза верна, мы получили, таким образом, экспериментальное значение 29,845 для ?2-распределения с 7 степенями свободы. Теперь, обратившись к таблицам ?2-распределений, мы выясним, является ли такое значение типичным при 7 степенях свободы. В приложении 2 мы видим, что значения, равные или превышающие 24,32, можно ожидать только в 0,1% случаев. А наше наблюдаемое значение гораздо больше, чем 24,32, что уводит еще дальше от типичных значений (X2 при 7 степенях свободы). Значит, есть менее чем 0,1% шансов наблюдать значение 29,845 или еще большее, если допустить, что имеет место распределение ?2 с 7 степенями свободы, и мы приходим к заключению, что нуль-гипотеза не верна.

Соответствующее значение Y2 равно 33,43, и снова мы должны отвергнуть гипотезу H'о.

Пример 1.5.

Возьмем теперь нуль-гипотезу Н''о. По этой гипотезе ожидаемые значения для второго обследования точно совпадают с теми, что наблюдались в первом обследовании и приведены в табл. 1.3. Следовательно, в этом случае, сравнивая табл. 1.3 и 1.5, мы найдем

Y2=[image: image14] = 0,431+5,333+ 0,042+ ... + 2,695 = 10,563.
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Соответствующее значение Y2 равно 9,616. Мы сравним эти значения с процентными точками ?2-распределения при 7 степенях свободы, приведенными в приложении 2. Мы видим, что в 10% случаев можно ожидать значений, равных или больших, чем 12,02. Ни X2, ни Y2 не превышают 12,02. Следовательно, они принадлежат к типичным и есть основания надеяться, что мы можем принять гипотезу H''o. Отсюда мы заключаем, что результаты двух обследований различаются не больше, чем можно ожидать от случайной вариации.

ГЛАВА 2 СВЯЗЬ И НЕЗАВИСИМОСТЬ В ТАБЛИЦАХ СОПРЯЖЕННОСТИ

2.1. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ТАБЛИЦЫ 2?2

Для данных, собираемых в социальных исследованиях, типично одновременное обращение к большому числу различных тем, и это верно как для опросов, так и для анкетирования. Так, мы можем, проводя обычный опрос, отметить для случайно выбранных опрашиваемых их пол, политические взгляды, социальный статус и при этом задать им множество различных вопросов, связанных с их повседневными интересами. Все эти данные можно компактно закодировать, нанести на машинные перфокарты, а затем хранить в архиве на магнитной ленте. Массивы данных такого типа известны своей ненадежностью, но мы не будем здесь останавливаться на том, как их следует получать, а сосредоточимся только на их дальнейшем анализе.

Таблица 2.1. Таблица частот для 2?2 данных

	
	B1
	B2
	Всего

	A1

A2
	f11

f21
	f12

f22
	f10

f20

	Всего
	f01
	f02
	f00


В обычной практике анализа данных приходится сталкиваться с непомерно раздутыми их множествами, включающими иногда свыше 1000 респондентов и 100 вопросов, причем одновременно в исследование включаются лишь пары переменных и делаются попытки определить связи между ними. Например, обычно обнаруживают жесткую связь между социальным положением и политическими взглядами. Как мы увидим в следующих главах, большинство современных исследований по теории логарифмически-линейных моделей предполагают (по крайней мере, в теории), что мы можем воспользоваться одновременно любым числом переменных, хотя при этом и могут возникнуть трудности интерпретации результатов. Сейчас, однако, мы ограничимся двумя переменными, которые обозначим А и В, и предположим, что обе они дихотомические, т. е. принимают по два различных значения A1и A2или B1и B2 соответственно. 
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Следовательно, имеется четыре возможных различных вида ответа (отклика), исчерпывающихся следующими сочетаниями значений переменных: (A1, B1), (A1, B2), (A2, B1) и (A2, B2). Теперь мы можем определить fij как наблюдаемую частоту респондентов, попавших в ячейку (Ai, Bj). Эти частоты можно представить так, как показано в табл. 2.1.

В этой таблице мы ввели некоторые обозначения для сумм. Символ fio выбран для (частной) суммы всех респондентов, попавших в категорию Аi, и аналогично foj - для суммы относящихся к категории Вj; тогда как foo - это общий итог всех рассмотренных случаев. Или математически:

fio= [image: image15]
2.2. СТРУКТУРА ТАБЛИЦЫ

Числа в таблице частот, подобной табл. 2.1, можно представлять весьма разными способами. Например,

1) мы опрашиваем foo людей и классифицируем их в зависимости от ответов на два вопроса А и В;
2) мы опрашиваем f10 мужчин и f20 женщин и классифицируем их в зависимости от ответов только на вопрос В.

Конечно, эти две ситуации несколько различны и ведут к совершенно разным процедурам статистического анализа данных. Правда, как выяснилось, наилучшие методы обработки данных в общем одни и те же в обоих случаях. За деталями обратитесь к работе [Kendall M. G. and Stuart A., 1973].

Было бы, видимо, лучше интерпретировать результаты анализа с учетом того, как появились данные. Если, например, мы умышленно опросим вдвое больше женщин, чем мужчин (мало ли для чего!), то мы не должны, конечно, принимать во внимание этот дисбаланс при статистическом анализе.

Для таблиц 2?2 существуют два принципиальных вопроса, которые можно адресовать данным. Первый: зависимы ли переменные А и В друг от друга или же они независимы? Второй: если они не независимы, то как сильна их связь? Начнем с рассмотрения методов проверки независимости А и В.

2.3. ПРОВЕРКА НЕЗАВИСИМОСТИ A И В

Первый вопрос, приходящий в голову при встрече с таблицей 2?2 и относящийся к переменным А и В: <Есть ли закономерность?>, под которой мы понимаем: <Зависят ли А и В друг от друга каким-либо образом?>. Если такой связи нет, это означает, что знание об отношении респондента к категории А не дает нам никакой информации насчет категории В. Так, например, мы не извлечем пользы из утверждения о том, что он или она моложе 40 лет. Хотя довольно трудно найти переменные, которые были бы совершенно независимы, сама идея независимости (отсутствия связи) теоретически очень важна, а 
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математически означает, что если А и В независимы, то отношение f11/f01 будет примерно равно f12/f02 ,а f10/f10 будет примерно равно f21/f20.
Даже если между А и В нет никакой связи, из этого еще не следует, что они независимы в множестве {fij}, поскольку в игру может вмешаться случайная вариация. Поэтому нам нужны средства проверки независимости. Для их получения мы должны вернуться к теоретическому (двумерному) распределению, лежащему в основе критерия, и ввести некоторые новые обозначения.

Записью pij будет обозначаться теоретическая вероятность для случайно выбранного респондента попасть в ячейку (i, j), т. е. соответствовать категориям Aiи Вj. Значения {pij} в табл. 2.2 - возможное представление, отвечающее данным табл. 2.1, где приведены наблюдаемые частоты. Индекс нуль работает, как и раньше, а именно:

poj = [image: image16]= 1 (2.2)

Уравнения (2.2) совершенно аналогичны ранее приведенным уравнениям (2.1) для частот. Отметим, что общая вероятность p00, конечно, равна 1, поскольку респонденты должны обязательно оказаться в одной из четырех ячеек.

Если А к В независимы, то мы должны ожидать, что доля в категории B1 тех, кто одновременно принадлежит и категории A1 должна быть такой же, как и доля тех в категории B2, кто принадлежит и A1. Отсюда мы должны потребовать, чтобы выполнялись соотношения:

[image: image17](2.3)

т.е. p11= p10 p01
Аналогично условные доли принадлежащих к категории B1 не

должны зависеть от их расположения в категории A1, следовательно,

[image: image18]
и

p11= p01p10
Поскольку отношения (2.3) и (2.4) - это одно и то же, можно констатировать их эквивалентность и сделать общее утверждение о том, что если А к В независимы, то

pij= pi0 p0j (2.5)

Еще мы можем заметить, что если А и В независимы, то [image: image19]и, раскрывая пропорцию, найдем p11 (p12+ p22)= p12 (p11+ p21), откуда

[image: image20](2.6)

что дает общее соотношение, учитывающее вероятности всех четырех

ячеек.
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Таблица 2.2. Теоретическое распределение вероятностей для таблицы 2?2
	
	B1
	B2
	Всего
	

	A1
A2
	p11
p21
	p12
p22
	p10
p20
	

	
	
	
	
	

	Всего
	p01
	p02
	p00
	


Таблица 2.3. Гипотетический набор данных
	
	B1
	B2
	Всего

	A1
A2
	10

5
	20

25
	30

30

	Всего
	15
	45
	60


Величину p11/p21 можно называть преобладанием категории A1 над категорией A2 в ответах индивидов из категории B1. Аналогично p12/p22 есть преобладание ответов A1 у индивидов из категории B2. Поскольку выражение в левой части уравнения (2.6) можно переписать в виде (p11/p21) ? (p12/p22), то его часто называют отношением преобладаний (или отношением перекрестных произведений). Это отношение принято обозначать заглавной греческой буквой ? (пси) и применять исключительно при условии, что А и В независимы.

Уравнения (2.5) или (2.6) легко могли бы служить ключом к проверке независимости. Действительных вероятностей мы почти никогда не знаем, зато у нас есть некоторые указания на их значения, содержащиеся в наблюдаемых долях ячеек, так что в качестве оценки для pij можно взять

[image: image21](2.7)

Если А и В независимы, то на основании уравнения (2.5) мы должны ожидать, что

[image: image22]будет примерно равно [image: image23]
Действительно, если А и В на самом деле независимы и мы знаем f00 - общее число наблюдений в таблице, то наиболее вероятная частота в (i, j)-ячейке должна быть

[image: image24](2.8)

Значит, сравнение этой оценки частоты eij, которая предполагает независимость, и наблюдаемой частоты fij может служить основой для проверки предположения о независимости.

К этой ситуации легко приспособить обычные критерии качества, основанные на X2 или Y2 (см. гл. 1), поскольку мы сравниваем наблюдаемые и ожидаемые частоты. Критерий X2 принимает следующую простую форму:

а) вычисляется [image: image25](2.9)
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б) найденное значение сравнивается с табличным ?2-распределением при одной степени свободы.

Иейтс [Yates F., 1934] предложил модификацию X2, которая как он настаивал, дает результаты, лучше согласующиеся с распределением ?2- Его статистика имеет вид:

[image: image26](2.10)

Высказывались различные соображения относительно сравнительных достоинств выражений (2.9) и (2.10). Так, Гризли [Grizzle J. E., 1967] и Коноувер [Conover W. J., 1974] полагали, что X*2 следует применять при получении таблицы частот выборочным методом 2 из параграфа 2.2, а X2 - при выборочном методе 1. Бейкер [Baker R. J., 1977] предложил алгоритм для вычисления точных вероятностей распределений X2 (или X*2) при малых частотах ячеек.

Пример 2.1

Для данных табл. 2.3 значение X2 равно:

X2 = [image: image27]=2,22

А значение X*2есть

[image: image28]
Обращение к таблице ?2-распределения показывает, что если бы А и В были независимы, то, даже если бы это было случайно, все равно приблизительно в 10% случаев мы должны были бы ожидать значения X2 (или X*2), большего, чем 2,71. А наши значения 2,22 и 1,42 гораздо меньше, чем 2,71, следовательно, их появление даже еще более вероятно. Значит мы не можем отвергнуть гипотезу о независимости A и В.

Заметим, что это вовсе не означает, будто A и В и б самом деле независимы. Либо они действительно независимы, либо у нас просто мало данных для установления их зависимости. Как подметил в 1968 г. Мостеллер, при достаточно больших значениях foo можно установить все, что угодно!

В данном примере и X2, и X*2 были столь малы, что мы пришли к одним и тем же выводам, пользуясь любой из этих статистик. Могли бы возникнуть и крайние случаи, когда, используя X2, мы отвергаем гипотезу о независимости, а, используя X*2, - принимаем ее. Наиболее радикальный выход из этой дилеммы - согласиться о том, что в таком случае вопрос о принятии или отбрасывании нашей гипотезы остается открытым. Это, конечно, увертка, но ее можно было бы расценить как признание того, что любое решение в подобной ситуации может быть ошибочным. Так, например, если бы значение X2 было точно равно значению распределения ?2 с 1 степенью свободы, то принятие гипотезы о независимости при X2, равном 2,709, было бы ошибкой почти точно в 10% случаев. 
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2.4. ТОЧНЫЙ КРИТЕРИЙ ФИШЕРА

?2- критерий независимости, описанный в предыдущем параграфе, относится к критериям, имеющим лишь приближенное распределение ?2. Он вполне хорош, когда ожидаемые частоты в ячейках велики, им можно пользоваться и при относительно малых ожидаемых частотах. Однако, когда эти частоты совсем малы (скажем, 5 или меньше), его точность уже перестает нас устраивать. К счастью, для выборочной процедуры 2 Фишер предложил довольно простой альтернативный метод, который мы сейчас опишем.

Если есть две переменные, обозначаемые, как и раньше, А и В, то, когда переменная А фиксируется при проведении выборки, гипотеза о независимости лучше всего выражается через (2.4), а (2.3) соответствует фиксированному В (разумеется, обе эти формулировки эквивалентны). Теперь, беря значения условных сумм, можем вычислить вероятности для любого множества ячеек в предположении независимости. Для табл. 2.1 эта вероятность равна:

[image: image29], (2.11)

где m! = m * (m - 1) * (m - 2) : 2 * 1, а 0! = 1 (m! - это известный m-факториал).

Критерий Фишера основан на рассмотрении предельных случаев расположения данных, какие только возможны, и вычислении вероятности для каждого из них. Точная вероятность для наблюдаемого расположения данных или еще менее вероятного задается суммой всех таких вероятностей. Если эта сумма имеет тенденцию быть очень малой, то мы приходим к выводу, что вряд ли столь малые шансы стоит принимать во внимание, и отвергаем гипотезу о независимости. 

Пример 2.2

Мы можем приложить точный критерий Фишера к данным табл. 2.3. Найдем ячейку с наименьшей частотой (A2, B1)и рассмотрим вероятности наблюдаемого и еще более крайних распределений 30 значений из категории А2 в предположении независимости между А и В. Существует пять более крайних расположений, которые можно перечислить, беря из таблицы условные суммы. Они представлены в табл. 2.4 вместе с соответствующими им вероятностями

. Таблица 2.4. Крайние расположения данных табл. 2.3
	12 18 

3 27


	13 17

2 28


	14 16 

1 29


	15 15

0 30


	11 19

4 26


P=0,0281 P=0.0066 P=0.0010 P=0.0001 P=0.0000

Вероятность для расположения, приведенного в табл. 2.3, получается равной 0,0805, и, следовательно, общая вероятность наблюдаемого или еще более крайнего расположения равна: 0,0805 + 0,0281 + : +0,0000 = 0,1163. Значит, мы принимаем нуль-гипотезу о независимости между А и В.
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Отметим, что точный критерий Фишера - это односторонний тест: рассматриваются лишь такие крайние расположения, в которых доли B1 и B2 делаются как можно большими для категории A2. Возможен другой не рассматриваемой нами крайний случай, когда доля B2 становится как можно меньше, так что соотношение данных категории A2 приближается к 15 на 15. Те ?2-критерии, которые были введены в предыдущем параграфе, относятся к двусторонним критериям, проверяющим, как правило, независимость. В случае условных выборок подходящим значением ?2 будет X*2, а двусторонняя вероятность, соответствующая значению 1,42, полученному для табл. 2.3, должна быть порядка 0,2330. Чтобы получить искомую одностороннюю вероятность, надо разделить двустороннюю пополам, что в нашем случае дает 0,1165. Ясно, что для наших данных ?2-распределение служило отличным приближением, поскольку это число очень близко к точному 0,1163.

Если факториалы слишком велики для ручного счета, то при отсутствии кнопки <факториал> на калькуляторе можно обратиться к таблицам логарифмов факториалов. Или же, что проще, к существующим таблицам критических расположений данных в широком диапазоне (малых) условных сумм. Эти таблицы появились у Финни с соавторами в 1963 г. и были воспроизведены в таблицах [Pearson E. S., Hartley H. О., 1966].

2.5. МЕРЫ СВЯЗИ

Как мы уже отмечали в примере 2.1, если у нас нет бесконечно большого числа ответов, то мы не можем сказать, безусловно независимы переменные А и В или нет. А если они не независимы, то было бы прекрасно иметь меру тесноты их зависимости - меру связи.

За долгие годы было предложено множество таких мер. Причина такого множества заключается в том, что они меряют несколько различные аспекты связи и не удается выделить какой-нибудь аспект, который бы доминировал. Некоторые из мер при определенных обстоятельствах более тонкие, но в иных случаях можно предпочесть им другие меры.

До появления логарифмически-линейной модели, которую мы подробно обсудим ниже, имело некоторое распространение использование любых устаревших простых мер связи, которыми заполнена литература и пакеты программ для ЭВМ, требующие от нас затрат времени для их исследования. Развитие этих мер обеспечило их довольно простой счет.

2.6. КОЭФФИЦИЕНТ СВЯЗИ Q ЮЛА

В 1900 г. Юл предложил следующий коэффициент связи:

[image: image30]. (2.12)

[22]

Эта мера послужила <верой и правдой>, прекрасный обзор ее применений дал Дэвис [Davis J. А., 1971]. В предположении, что суммарная частота f00достаточно велика, величина Q имеет нормальное рас-пределение с дисперсией

[image: image31],

так что можно найти приближенные доверительные границы для Q. Величина Q принимает значение в диапазоне (-1, 1), причем крайние точки соответствуют детерминированной связи (положительной или отрицательной), а 0 означает отсутствие связи (независимость).

Пример 2.3

Для данных табл. 2.3 мы имеем:

[image: image32]
и

var(Q) = [image: image33]
Отсюда приближенный доверительный интервал для <истинного> значения связи, измеряемой с помощью Q, равен

или

0,43 + 1,96[image: image34]
или

(-0,07; 0,93).

Этот интервал накрывает значение 0, соответствующее <независимости>, значит, данные не дают оснований для отбрасывания такой возможности (измеряемой с помощью Q). Это согласуется и с нашей предыдущей оценкой по критерию X2. Однако возможны ситуации, когда Q оказывается значимо отличным от нуля, тогда как критерий X2 не дает оснований для отбрасывания гипотезы о независимости. А это явное противоречие между двумя разными мерами связи X2 и Q. В случаях подобного несоответствия статистическая теория утверждает, что предпочтение следует отдавать X2, а не Q.

2.7. ОТНОШЕНИЕ ПРЕОБЛАДАНИЙ

Интуитивно чувствуется, что если А к В связаны, то величина меры связи не должна зависеть от увеличения числа наблюдений, следовательно, если вдруг все частоты ячеек удвоятся, то мы не должны ожидать, что это повлияет на меру связи. Эту мысль пропагандировал Мостеллер [Mosteller F., 1968].

А Симпсон [Simpson E. H., 1951] и Эдвардс [Edwards A. W. F., 1963] полагали, что величина меры связи не должна зависеть от того, в каком порядке пронумерованы категории наших переменных (от чего, конечно, будет зависеть знак меры).

Объединение двух различных соображений приводит к статистике

[image: image35], (2.13) 
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где С - обычное отношение преобладаний, аналогичное ? из уравнения (2.6). Любая функция от С тоже будет обладать желаемыми свойствами. Так, мы можем переписать определение Q из (2.12) следующим образом:

[image: image36],

откуда сразу ясно, что и Q обладает этими желаемыми свойствами. Работать непосредственно с функцией отношения преобладаний не очень удобно отчасти потому, что могут встретиться ячейки с нулевыми частотами. Поэтому предпочитают пользоваться

[image: image37]. (2.14)

Она принимает значения из диапазона (0, ?), где 1 соответствует отсутствию связи. Это довольно необычно. Несколько более привычный диапазон значений получается при работе с натуральным логарифмом [image: image38], который меняется в пределах (-?,?), имея для случая отсутствия связи значение 0.

Корнфилд [Cornfield J., 1956] и Фишер [Fisher R. А., 1962] предложили метод вычисления точного доверительного интервала для [image: image39]по оценке [image: image40]. К сожалению, им нельзя воспользоваться непосредственно и нужна одна из двух машинных программ, написанных Томасом [Thomas D. G., 1971] или Баптистой и Пайком [Baptista J., PikeM. S., 1977]. Или же можно воспользоваться многочисленными предложенными приближенными доверительными интервалами, правда, Гарт и Томас [Gart J.J. and Thomas D.G. , 1972] нашли, что все они не вполне пригодны.

Таким образом, в настоящее время, хотя оценку [image: image41]или ее логарифм легко подсчитать, их применение лимитируется отсутствием простых способов получения доверительных интервалов. Большинству совсем не известно о возможностях применения отношения преобладаний. Между тем у нас есть теоретические основания полагать, что они применимы, и, более того, когда мы приступим ниже к изучению логарифмически-линейной модели, мы увидим, что там функции типа С играют центральную роль.

2.8. СИММЕТРИЧНЫЕ И АСИММЕТРИЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ? ГУТМАНА

Гудмен и Краскал [Goodman L. A., Kruskal E. Н., 1954] полагали, что меры связи должны иметь значения, допускающие интерпретацию во всем диапазоне (а не только в точках -1, 0 и 1). Они рассмотрели много мер, имеющих вероятностную интерпретацию. Наиболее известны среди них, видимо, меры [image: image42], [image: image43]и ?, впервые предложенные Гутманом [Guttman L., 1941].
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Мера Гутмана основана на следующих рассуждениях. Допустим, что индивиды извлекаются из совокупности случайно и что мы относим их ответы к А, если: а) нет никакой дополнительной информации, б) нет ответа В. Понятно, что дополнительная информация в б) может только усилить шансы на корректность нашего предположения. Если известно, что отсутствие ответа В всегда дает нам право считать предположение об ответе А верным, то А к В будут коррелированы с коэффициентом +1. Если же это не увеличивает наших шансов, то они будут некоррелированы. Гутмановские меры ? - это простые функции относительного увеличения наших шансов на правильность предположения.

Чтобы не раздражать читателей, мы оставим формулы для ? до следующей главы, где нам придется встретиться с более общей ситуацией. Мы поступаем так отчасти для того, чтобы не повторяться, а отчасти потому, что ? -меры не слишком хорошо работают для таблиц 2?2, поскольку если наибольшие частоты обеих строк придутся на один и тот же столбец, то [image: image44]обратится в 0 независимо от значений всех прочих частот.

2.9. МЕРА ? ГУДМЕНА И КРАСКАЛА

Кроме знаменитых [image: image45]-мер, Гудмен и Краскал предложили еще более простые ? -меры, которые мы подробно обсудим в следующей главе. Для случая 2?2 все три ? -меры (?a> ?b и ?ab) значительно упрощаются и сводятся к

[image: image46](2.15)

которое суть просто исходная статистика X2 для проверки качества модели (см. уравнение 2.9), деленная на f00.

2.10. МЕРЫ. ОСНОВАННЫЕ НЕПОСРЕДСТВЕННО НА X2
Поскольку ?2-критерий служит основой для проверки независимости, имеет смысл рассмотреть возможность использования вычисленных значений X2 в качестве мер связи. Правда, они изменяются от О до ? вместо привычных -1 ? +1. Предлагалось множество преобразований, среди которых укажем следующие:

[image: image47], (2.16)

[image: image48]. (2.17)

Статистику ? называют иногда квадратным корнемиз среднего квадрата коэффициента сопряженности, а С называют коэффициентом сопряженности. Неудобство С заключается в том, что его максимальное значение в [image: image49]раза больше, чем 1, Квадрат ?, равный ?2,совпа-
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дает со значением ?, приведенным в (2.15), и тождествен также двум старым мерам: V Крамера и Т Чупрова в их формах для таблиц 2?2. Все прочие меры страдают отсутствием каких бы то ни было статистических интерпретаций и потому не могут быть рекомендованы.

2.11. ВЫБОР МЕР СВЯЗИ

Цель меры связи состоит в том, чтобы дать простой численный ответ на вопрос о степени связи между нашими двумя переменными. Это означает, что если какая-то мера связи дает значение 0,4 для A и В и значение 0,6 для С и D, то более вероятно, что связь между С и D сильнее, чем между А к В. Однако разные меры связи акцентируют внимание на разных аспектах взаимоотношений между переменными и вполне возможно, что какая-нибудь другая мера даст 0,6 для AВ-связи и 0,4 для CD-связи. Краскал [Kjuskal W. Н., 1958] заметил, что нет смысла использовать отдельные меры связи. Несколько разных мер должны дать многоаспектную информацию, а это все, что нужно для понимания того, с какой мерой надо работать. Поэтому мы не будем выяснять, какую меру лучше всего <купить>.

Хантер [Hunter А. А., 19743 изучил, сколь хорошо согласуются различные меры между собой и с интуитивными представлениями о степени связи для разных наборов данных. Он пришел к выводу, что стоит предпочитать такие меры, как ?, и ?. Его работа подверглась критике в интересной серии заметок [Hornung С. A. et al., 1975].

Правда, автор уверяет, что какую бы меру не использовать, исследователь должен довести дело до соответствующего доверительного интервала, т. е. что он должен отдавать себе полный отчет в том, какова неопределенность его точечной оценки. Так, в примере 2.3 утверждение гораздо менее содержательно (и гораздо более чревато опасностью ошибочных толкований), чем утверждение .

ГЛАВА 3. СВЯЗЬ И НЕЗАВИСИМОСТЬ В ТАБЛИЦАХ СОПРЯЖЕННОСТИ

3.1. ХИ-КВАДРАТ КРИТЕРИИ ДЛЯ НЕЗАВИСИМОСТИ

Рассмотрим теперь более общий случай, когда A и В не дихотомичны, а политомичны. Мы исходим из существования I возможных категорий для переменной А, обозначаемых A1, A2,:AI, и J возможных категорий для В (B1, B2,:,BJ). И снова первый вопрос, который приходит в голову: <А независимы ли наши две переменные?>. Наши данные представляют собой наблюдаемые частоты, распределенные по IJ ячейкам, и мы естественным образом обобщим старые обозначения, как показано в табл. 3.1.
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Таблица 3.1. Наблюдаемые частоты для Ix J данных

	
	B1
	B2
	:
 
	BJ
	Всего

	A1
A2
.
.
.
AI
 
	f1 1
f2 1
.
.
.
fI 1
	f1 2
f2 2
.
.
.
fI 2
	:
:
 

 

 

:
	f1 J
f2 J
.
.
.
fI J
	f1 0
f2 0
.
.
.
fI 0

	Всего
	f0 1
	f0 2
	:
	f0 J
	F0 0


Можно думать, что аргументы, использованные для таблиц 2х2, сохранят свою силу. Значит, если А и В независимы, то мы должны ожидать, что их доли в j-м столбце, как и в i-й строке, будут более или менее одинаковыми для всех столбцов, т. е.

[image: image50]для всех i и j.

Соответственно с таблицей частот меняется и таблица теоретических вероятностей, имеющая в точности ту же самую структуру. Обозначая pij вероятность того, что случайно выбранный индивид попадет в ячейку (i, j), просто обобщить условие независимости (2.5), а именно, если A и В независимы, то

Pi j=pi 0p0 j; i=1,2,:,I; j=1,2,:,J (3.1)

Хотя значения {рij} и неизвестны, отношения {fij/ f00} служат им оценками, и эти оценки вполне можно использовать для заключений об ожидаемых частотах ячеек при условии независимости A и В. Они имеют вид:

[image: image51](3.2)
В первой главе мы вводили два критерия качества моделей: широко известную статистику X2 и гораздо менее распространенную У2. Теперь мы могли бы воспользоваться любой из них для выяснения, значимо ли различаются множества{еij} и {fij}, констатируя, таким образом, отсутствие независимости между A и В. Чем бы мы ни воспользовались, все равно надо знать соответствующее число степеней свободы, которое для обоих случаев одинаково.

Рассмотрим сумму

[image: image52],

которую в силу (3.2) можно переписать в виде:

[image: image53](3.3)

Выражение в скобках - это просто f00, а значит, сумма ожидаемых частот в j-м столбце сводится к сумме наблюдаемых частот того же столбца. Легко проверить, что аналогичный результат верен и для итогов по строкам. Но, поскольку все суммы по строкам и по столбцам постоянны, выходит, что на множество объектов с {eij} наложены ограничения. Если нам известно (I -1) входов для какого-либо столбца, то мы, следовательно, уже знаем и итог этого столбца и можем восстановить пропущенное значение. Все это в равной мере приложимо и к строкам, поэтому можно заключить, что, если, например, ожидаемые значения известны для первых (I-1) входов в первые (J-1) столбцы, то мы знаем и условные суммы и можем восстановить пропущенные (I +J-1) входов. Все это означает, что в нашем распоряжении остается (/ - 1) (J- 1) степеней свободы для проверки качества. Отсюда для критерия X2 получаем результат

[image: image54], (3.4)

который нет смысла упрощать подстановкой значений eij. А вот крите-рий Y2:

[image: image55](3.5)

можно упростить с помощью следующих алгебраических соотношений:

[image: image56](3.6)

Подставляя уравнение (3.6) в (3.5), получим упрощенное выражение

[image: image57](3.7)

Распределения X2 и Y2 лишь приблизительно соответствуют [image: image58]-распределению. Ярнолд [Yarnold L. K., 1970] показал, что приближение работает хорошо, пока ожидаемые частоты ячеек не опустятся до примерно трех. Он дал формулу для определения того, стоит ли пользоваться этой аппроксимацией в том или ином конкретном случае. Креддок и Флуд [Craddock J. M., Flood C. R., 1970] построили таблицы распределения X2 для разнообразных малых выборок.

Пример 1.3

В табл. 3.2 представлено (фиктивное) множество данных. Можно ли доказать, что A и В не независимы? Обычно очень трудно ответить на подобный вопрос при простом визуальном рассматривании данных. Мы воспользуемся уравнением (3.2) для получения ожидаемых частот в предположении справедливости гипотезы о независимости. Так, e11, частота в левой крайней верхней ячейке, равна: (60 X 20)/200 = 6.
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Таблица 3.2. Условный набор частот

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	Всего

	A1
A2
A3
	13

4

3
	13

24

8
	12

28

15
	22

34

24
	60

90

50

	Всего
	20
	45
	55
	80
	200


Полное множество ожидаемых частот приведено в табл. 3.3.

Таблица 3.3. Ожидаемые частоты для данных табл. 3.2 в случае независимости

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	Всего

	A1
A2
A3
	6

9

5
	13,5

20,25

11,25
	16,5

24,75

13,75
	24

36

20
	60

90

50

	Всего
	20
	45
	55
	80
	200


Найдем теперь статистики для проверки качества. Так,

[image: image59]
Верхняя 5%-ная точка [image: image60]-распределения при (4 - 1) х (3 - 1)==6 степенях свободы равна 12,59. Обе наши статистики гораздо больше чем 12,59; следовательно, мы должны заключить, что наблюдаемое множество чисел проявляет существенные признаки того, что A иВне независимы.

3.2. ВЫЯВЛЕНИЕ ИСТОЧНИКОВ ОТСУТСТВИЯ НЕЗАВИСИМОСТИ

Как только мы обнаруживаем какую-либо взаимозависимость меж-ду Л и В, нам сразу интересно выяснить, как эта взаимозависимость проявляется в данных. Бывает, как мы увидим на примере, что взаизависимость входов обусловлена одним-единственным наблюдением. В такой ситуации нам, конечно, захочется проверить данные на пред-
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мет выявления возможной ошибки или даже описки. Важность рас-хождений между наблюдаемыми и ожидаемыми частотами проще всего обнаружить, рассматривая значения статистики Х2 для отдельных ячеек.

Пример 3.2

Для данных из табл. 3.2 мы нашли, что величина X2 равна 16,25. В табл. 3.4 приведены вклады в эту величину для отдельных ячеек. Из них сразу видно, что львиная доля от 16,25 падает на одну ячейку

(1,1.)

Таблица 3.4. Вклады в X2 для данных табл. 3.2

	
	B1
	B2
	B3
	B4

	A1
A2
A3
	8,17

2,78

0,80
	0,02

0,69

0,94
	1,23

0,43

0,11
	0,17

0,11

0,80

	
	
	
	
	
	
	


Естественной реакцией в такой ситуации должна быть проверка правильности данных. Может быть, вместо 13 на самом деле должно быть просто З?

3.3. РАЗБИЕНИЕ ХИ-КВАДРАТ

В гл. 1 мы отмечали, что если случайная величина Х имеет распределение [image: image61]- соответственно [image: image62], а Х и У при этом независимы, то величина Z= Х + У распределена как [image: image63]. Отсюда следует, что если W имеет распределение [image: image64](с > 1), то мы можем разложить с на компоненты, имеющие по одной степени свободы и образующие в совокупности величину Y. В ситуации нашего примера при желании легко разложить общие 6 степеней свободы так, чтобы одна из них прилагалась именно на ячейку (1,1). Научиться этому можно только на практике. Максвелл [Maxwell А. Е., 1961] детально разобрал эту процедуру, и мы сформулируем теперь некоторые из его правил, которые могут вам пригодиться.

Правило 1. Если в исходной таблице есть с степеней свободы, то ее можно разбить не более чем на с подтаблиц.

Правило 2. Каждая из наблюдаемых частот ячеек должна встречаться в одной подтаблице один и только один раз.

Правило 3. Любая условная сумма в подтаблице должна быть либо частотой в другой подтаблице, либо условной суммой исходной таблицы.

Пример 3.3

Таблица частот (табл. 3.2), как можно было видеть, в полном соответствии с таблицей ожидаемых значений при условии независимости имеет очень большую частоту в ячейке (1, 1). Для выделения этой частоты мы строим табл. 3.5, в которой переменные A и B дихотомизируются, а вход (1, 1) выбирается в качестве одного из входов новой таблицы. Величины статистик для проверки качества этих данных вычисляются как обычно и имеют
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 (2 - 1) х (2 - 1) = 1 степень свободы. Мы находим, что X2= 12,96 и Y2= 11,73.

Теперь осталось "пристроить" еще 5 степеней свободы. Это можно сделать многими способами. Один из них, который приглянулся автору, продемонстрирован в трех частях табл. 3.6.

Т а б л и ц а 3.5. Двойная дихотомия данных табл. 3.2. для изоляции ячейки (1,1)
	 
	B1
	не B1
	Всего

	A1
неA1
	13

7
	47

133
	60

140

	Всего
	20
	180
	200


Читателю предлагается проверить, что разбиение удовлетворяет сформулированным выше правилам. Он сможет еще обратить внимание на некую симметрию в шапках строк и столбцов.

Для этих трех таблиц тоже надо сосчитать значения X2 и Y2. Итоги такого подсчета представлены в табл. 3.7. Важно помнить, что для полной таблицы 3 X 4 у нас было X2 = 16,25, Y2 = 15,18 с 6 степенями свободы каждый. Малое различие между последним итогом, равным 16,26, и предыдущим - 16,25 объясняется ошибками округления. 

Теперь мы готовы дать более ясную интерпретацию отношений между переменными А и В. Поскольку ни одна из подтаблиц из табл. 3.6 не дает никакой явной зацепки, которая позволяла бы ожидать, при условии независимости А и В, что они ведут себя так, как будто они не-

	
	В1
	не В1
	Всего

	А2
А3
	4

3
	86

47
	90

50

	Всего
	7
	133
	140


Т а б л и ц а 3.6. Разделение оставшихся пяти степеней свободы
(б)

	
	В2
	В3
	В4
	Всего

	А1
не А1
	13

32
	12

43
	22

58
	47

133

	Всего
	45
	55
	80
	180


(в)

	
	В2
	В3
	В4
	Всего

	А2
А3
	24

8
	28

15
	34

24
	86

47

	Всего
	32
	43
	58
	133


 

Т а б л и ц а 3.7. Результаты разбиения табл. 3.2
	Номер

таблицы
	Число ст. св.
	Х2
	Y2

	3.5

3.6 (а)

3.6 (б)

3.6 (в)
	1

2

2

1
	12.96

2.36

0.78

0.16
	11.73

2.49

0.80

0.16

	Всего
	6
	16.26
	15.18
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зависимы, то нам остается ожидать, что принадлежность индивида к категории А1делает весьма вероятной и его принадлежность к категории В1 (и наоборот). Чтобы придать этому физический смысл, надо знать природу переменных и их категорий.

3.4. МЕРЫ СВЯЗИ ДЛЯ ТАБЛИЦ IXJ

В качестве альтернативы к проверке независимости двух переменных или к простой и быстрой количественной характеристике степени их независимости анализ данных часто дает значение какой-нибудь меры связи. Однако, как мы уже отмечали в предыдущей главе, многие из широко распространенных мер связи не имеют простой вероятностной интерпретации или, иначе говоря, они суть просто числа.

Есть два основных класса переменных, с которыми мы будем иметь дело. Номинальным переменным свойственны наименования их категорий, которые никак естественно не упорядочиваются. Например, переменная <фрукт> может иметь категории <яблоко>, <апельсин> и <банан>, которые можно записать в любом из шести порядков. Второй класс - это переменные, называемые порядковыми и имеющие упорядоченные категории. Например, переменная <возраст> может иметь категории <моложе 20>, <21-30>, <31-40>, <старше 40>, которые нет никакого смысла записывать в каком бы то ни было ином порядке.

В следующих параграфах мы проанализируем некоторые из наиболее распространенных мер связи, причем начнем с тех, которые лучше приспособлены для номинальных данных, а затем обратимся к данным порядковым.*
3.5. ИЗМЕРЕНИЕ СВЯЗИ С ПОМОЩЬЮ [image: image65]
Все три l-меры, lь, laи l, имеют очень простую структуру. В этом параграфе мы подробно остановимся на lь, а в следующем более кратко опишем la и lь.
Статистика lь основана на сравнении следующих двух ситуаций: для взятого наугад индивида, принадлежащего нашей совокупности, мы пытаемся угадать его В-категорию, когда: а) нет никакой дополнительной информации или б) известна его А -категория. Если ответы А и В совершенно не связаны, то мы не будем во второй ситуации чувствовать себя лучше, чем в первой, но в противном случае мы почувствуем некоторое улучшение. Мера lь охарактеризует это улучшение численно в терминах относительного прироста вероятности ошибки предсказания В-категории при переходе от одной ситуации к другой, когда предполагается, что наше предсказание обеспечивает в каждом случае наиболее вероятную из В-категорий:

[image: image66](3.8)

где [image: image67]- наибольший вход в i-й строке таблицы, а [image: image68]- наибольший из итогов по столбцам. Подробности можно найти в [Goodman L.A., Kruskal E.H., 1954].

Пример 3.4

Для данных, приведенных в табл. 3.8, наибольшие наблюдения в трех строках соответственно равны: [image: image69]тогда как наибольший итог в столбце оказался равным [image: image70]
Следовательно,

[image: image71]
 

Пример 3.5

Т а б л и ц а 3.8. Второе гипотетическое множество частот ячеек
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	Всего

	А1
А2
А3
	10

8

11
	5

16

7
	18

5

3
	20

13

4
	53

42

25

	Всего
	29
	28
	26
	37
	120


Данные табл. 3.2, подчеркивают то обстоятельство, что l-меры сталкиваются с трудностями, обусловленными неравномерностью условных сумм. Это обстоятельство отчетливо проявляется в тех случаях, когда мы обнаруживаем, что максимумы строк, в данном примере равные: [image: image72]

 INCLUDEPICTURE "Анализ%20таблиц%20сопряженности_%20Г_%20Аптон%20ГЛАВА%203_%20СВЯЗЬ%20И%20НЕЗАВИСИМОСТЬ%20В%20ТАБЛИЦАХ%20СОПРЯЖЕННОСТИ.files/image139.gif" \* MERGEFORMAT \d [image: image73]приходятся все на один и тот же третий столбец, который и имеет, следовательно, наибольшую условную сумму ([image: image74]).

В связи с этим получается, что

[image: image75]
3.6. ИЗМЕРЕНИЕ СВЯЗЕЙ С ПОМОЩЬЮ lа ИЛИ l

Если А и В поменять местами, т.е. интересоваться приростом эффективности предсказания А-критерия при известном В-критерии, то мы получим такую статистику:

[image: image76](3.9)

где [image: image77]- наибольший вход в [image: image78]-м столбце таблицы, а [image: image79]- наибольшая условная сумма по строкам.

В большинстве случаев бессмысленно обращать внимание на то, как обозначены переменные. Если допустить, что наш интерес равномерно распределен между А и В, то мы получим меру:
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[image: image80](3.10)

Пример 3.6

Для данных из табл. 3.8 имеем:

[image: image81]и [image: image82]
следовательно, 

[image: image83]
Объединяя эти результаты с тем, что получено в примере 3.4, мы найдем

[image: image84]
Заметим, что значение l всегда лежит между значениями [image: image85]и[image: image86].

Пример 3.7

Для более неудобных данных из табл. 3.2 имеем:

[image: image87]и [image: image88]так что

[image: image89]
снова воспользовавшись результатами примера 3.5, найдем

[image: image90]
3.7. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЕ ИНТЕРВАЛЫ ДЛЯ Х-МЕР

Наши l-меры дают характеристику связи, существующей между переменными. Было бы, однако, очень огорчительно (как мы уже отмечали в предыдущей главе в связи с Q), если бы нам пришлось остановиться на утверждении, что <Lb = 0,12>. Ведь мы получили только оценку неизвестного значения для совокупности и теперь хотели бы получить для этого значения, которое мы запишем как Lb, оценку его доверитель-ного интервала.

Гудмен и Краскал [Goodman L.A., Kruskal Е. Н., 1963] нашли приближения для распределений всех Х-мер. Так, для lb они показали, что следующая величина:

[image: image91](3.11)

имеет приближенное единичное нормальное распределение. Здесь [image: image92]обозначает сумму таких [image: image93], для которых значения [image: image94]обеспечи-
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вают попадание [image: image95], как раз в тот столбец, где наибольший итог. К счастью, это не так сложно, как кажется.

Если строки и столбцы поменять местами, то получится аналогичное (3.11) выражение для доверительного интервала [image: image96], а для l формула будет несколько сложнее.

Пример 3.8

Вернемся снова к данным табл. 3.8. Наибольший итог имеет четвертый столбец (37), и он же включает число 20, наибольшее в первой строке. Однако другие максимумы строк в него не входят (это 16 и 11); значит [image: image97]= 20.

Подстановка в (3.11) дает

[image: image98]Поскольку 13,34 ([image: image99]-0,12) имеет единичное нормальное распределение, мы можем непосредственно выписать симметричные доверительные интервалы для [image: image100]:

[image: image101]
или (-0,03; 0,27).

Обратите внимание на то, что этот доверительный интервал включает отрицательные значения, которые невозможны, поскольку [image: image102]. Приближение явно усложнено.

Соответствующий доверительный интервал для [image: image103]оказывается рав-ным (0,01; 0,35).

3.8. МЕРЫ СВЯЗИ, ОСНОВАННЫЕ НА c2
В параграфе 2.10 мы упоминали несколько функций от X2. Те две из них, для которых там приводились формулы, а именно (j и С, можно использовать для таблиц Iх Jс таким же успехом, как и для таблиц 2 х 2, основываясь на определениях, даваемых уравнениями (2.16) и (2.17).

Две другие меры - V Крамера и Т Чупрова - по определению равны:

 

(3.12)

(3.13)

Mеры j и V встречаются иногда, к сожалению, и в виде квадратов. Это моментально приводит к несогласованности данных мер, в которых все ищут функцию от X2, ограниченную диапазоном (0, 1).
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Пример 3.9

В примере 3.1 мы нашли значение X2 для данных табл. 3.2,которое было равно 15,18. Следовательно,

[image: image104]
Естественно, что V и Т всегда будут подобны друг другу, причем для квадратных таблиц V = Т, а во всех остальных случаях V > Т. Аналогично очень похожи и j с С, причем j всегда больше, чем С.

3.9. МЕРЫ т ГУДМЕНА И КРАСКАЛА

Мы уже видели, что при использовании l-мер Гутмана могут возникнуть трудности (пример 3.5), и, именно имея в виду подобные обстоятельства, Гудмен и Краскал [Goodman L.A., Kruskal Е. Н., 1954] предложили очень простые меры t. Различие заключается в ином методе предсказания категории одной переменной при известной категории для другой. Вместо того чтобы всегда предсказывать наиболее вероятную категорию, t-меры предсказывают различные категории в пропорции, которая имеет место для их наблюдаемых итогов.

В результате получаются меры, гораздо более похожие на X2, чем l. Например,

[image: image105](3.14) 

а также аналогичные формулы для tа и t. Гудмен и Краскал [Goodman L.A., Kruskal Е. Н.,1972] нашли для этих мер выборочные дисперсии. Альтернативные подходы, использующие l-меры, предлагались Экоком [Аcock А. С., 1974] и Мостеллером [Mosteller F.,1968].

Пример 3.10

Для данных из табл. 3.2 получим

[image: image106]
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3.10. МЕРЫ СВЯЗИ ДЛЯ ТАБЛИЦ С ПОРЯДКОВЫМИ ДАННЫМИ

В следующих трех параграфах мы опишем три меры связи, основанные на одних и тех же важных свойствах таблицы. Они основаны на упорядоченности I категорий переменной А, представляющих I рангов, один из которых присваивается каждому из общего числа наблюдений. Примем, что те наблюдения, которые принадлежат категории 1 переменной Л, имеют более высокий ранг, чем наблюдения из категорий 2 того же фактора А, и т. д. Аналогично и для В. При положительной связи между А и В мы будем ожидать, что наблюдения, имеющие высокие ранги переменной А, будут иметь тенденцию к бо-лее высоким рангам переменной В, а для наблюдений с низкими рангами А будут характерны и низкие ранги В.
Возьмем какую-нибудь пару наблюдений, одно из которых принадлежит ячейке (i, j'), т. е. имеет категорию iпеременной А и категорию j переменной В, а второе - из ячейки (i', j'). Порядковые меры связи - это всегда простые функции от следующих четырех величин:

S - общее число пар наблюдений, для которых либо одновременно i> i' иj > j' либоi < i' и j < j';
D - общее число пар наблюдений, для которых либо i > i' и j < j'либо i < j'и j >j';
Ta - общее число пар наблюдений, для которых i=i';
Tb - общее число пар наблюдений, для которых j=j'. Когда между переменными А и В существует сильная связь, число S становится большим, а число D - малым, откуда вполне понятным становится интерес к величине разности S - D. Все три меры, к описанию которых мы теперь приступаем, различаются способом нормирования разности S - D.
3.11. МЕРg ГУДМЕНА И КРАСКАЛА

Гудмен и Краскал [Goodman L.A., Kruskal Е.Н., 1954] предложили следующую меру:

[image: image107](3.15)

Эта мера имеет прямую вероятностную интерпретацию, поскольку она есть не что иное, как разность между вероятностями правильного и неправильного порядка для двух наблюдений, извлеченных из сово-купности случайно, при условии, что совпадающих рангов нет.

Если переменные А и В между собой независимы, то среднее зна-чение у обратится в 0. Однако если g=0, то отсюда вовсе не обязатель-но следует, что А и В действительно независимы. Гудмен и Краскал продемонстрировали, что вполне возможно построить такую таблицу, в которой у будет равна 0, а переменные А и В окажутся явно не независимыми. Диапазон значений для g простирается от - 1 до + 1.

Выборочное распределение g приблизительно нормально, а ее дисперсию трудно сосчитать без компьютера. Она приведена у Гудме-
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на и Краскала [Goodman L.A., Kruskal E.H., 1963] и модифицирована ими же в работе 1972 г.

Пример 3.11

Продемонстрируем метод вычислений S и D на данных из табл. 3.2, которые воспроизводятся тут в табл. 3.9 для облегчения восприятия процедуры счета.

Т а б л и ц а 3.9. Данные из табл. 3.2. Иллюстрирующие метод вычисления SиD
	B1
	B2 B3 B4

	A1 13
	13 12 22

	A24

A3 3
	24 28 34

8 15 24


Для вычисления Sбудем последовательно перебирать все ячейки, умножая их частоты на общую частоту того блока ячеек, которые лежат ниже и правее нашей ячейки. Например, как видно из табл. 3.9, частота 13 в ячейке (1,1) должна умножаться на частоту прямоугольника 2 х 3, выделенного пунктиром, (она равна: 24+28+34+8+15+24=133). Совокупность таких (I - 1)(J - 1) перекрестных наблюдений и есть S. Таким образом, для табл. 3.9. мы имеем

S=13(4 + 24 + 28 + 34 + 8 + 15 + 24) + 13(28 + 34 + 15 + 24) + 12(34 + 24) + 4(8 + 15 + 24) + 24(15 + 24) + 28 x 24 = 5534.

Величина D вычисляется совершенно так же, только частота в каждой ячейке умножается на общую частоту блока, расположенного ниже и слева. Отсюда мы имеем:

D = 22(4 + 24 + 28 + 3 + 8 + 15) + 12(4 + 24 + 3 + 8) + 13(4 + 3) + 34(3 + 8) + 24(3) = 3627.

Наконец, воспользовавшись уравнением (3.15), получим

[image: image108]
Альтернативный метод вычисления 5 и О предложил Литере [Ьеа1Ьегз В. Ь., 1977], который привел и необходимые машинные ал-горитмы.

3.12. МЕРА t КЕНДЭЛА

Кендэловское t - это известная мера ранговой корреляции, которая в своем первоначальном виде предполагала, что обе сравниваемые ранжировки не содержат совпадающих рангов. В нашем случае, конечно же, существует множество одинаковых рангов, так что требует-ся адаптация. Чтобы отличить эту меру от t Гудмена-Краскала (из параграфа 3.9), обозначим ее через tК и получим

[image: image109](3.16)
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где TaиTb уже были определены в параграфе 3.10. 

Пример 3.12
В примере 3.11 мы вычислили значения S и D для данных из табл. 3.2 и 3.9. Величину Ta получим, если умножить частоты ячеек на сумму частот тех из них, которые стоят правее в той же строке, и сложить все I(J-1) таких перекрестных произведений. Отсюда для наших данных имеем

Та = 13 (13 + 12 + 22) + 13 (12 + 22) + 12 (22) + 4 (24 + 28 + + 34) + ... + 15 (24) = 4914.

При вычислении Tb все то же самое проделывается не со строками, а со столбцами, что в нашем случае дает

Тb = 13 (4 + 3) + 4 (3) + ... + 34 (24) = 3739. 

С помощью этих частот мы получим

[image: image110]
Удобную возможность проверить правильность счета дает соотношение

[image: image111]
В нашем примере [image: image112]и [image: image113]Воспользовавшись теперь соотношением (3.17), мы можем убедиться, что считали без ошибок.

3.13. МЕРА d СОМЕРСА

Сомерс [Somers R. Н., 1962] предложил видоизменить предыдущую статистику, чтобы она больше подходила к случаю, когда одна переменная, скажем В, может рассматриваться как зависимая от переменной А. Эта статистика, которую мы обозначим dba., определяется из

[image: image114](3.18)

Такую статистику можно рассматривать как разность между вероятностями получить правильный и неправильный порядок при извлечении из совокупности двух наблюдений случайным образом, когда переменная А не имеет совпадающих рангов. Она распределена приблизительно нормально с дисперсией, которая приводится у Гудмена и Краскала [Goodman L.A., Kruskal E.H., 1972].

Пример 3.13
Продолжая анализ табл. 3.9, мы найдем

[image: image115]
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в то время как обратная статистика, рассматривающая переменную А как зависимую, равна:

[image: image116]
3.14. СРАВНЕНИЕ МЕР СВЯЗИ

Как мы уже отмечали по поводу мер связи для таблиц 2х2, каждая мера <высвечивает> свой аспект связи между переменными. Поэтому нет нужды беспокоиться о различии в значениях разных мер. Мы, например, по ходу этой главы нашли следующие меры связи для данных табл. 3.2: [image: image117]
Все эти меры, кроме tb Гудмена и Краскала, можно вычислить автоматически с помощью программы, приведенной в работе [Nie N.H. et al., 1975].

При конкретном выборе среди этих мер можно было бы предпочесть l Гудмена и Краскала (для номинальных данных) или g для порядковых данных), если переменные равноправны. А если переменная В зависит от переменной А, то подходит как lb, так и dabСомерса.

Ни одной из этих мер, однако, не стоит приписывать роль, большую, чем роль средства предварительной прикидки перед более систематическим анализом.

ГЛАВА 4. СВЯЗЬ И НЕЗАВИСИМОСТЬ В МНОГОМЕРНЫХ ТАБЛИЦАХ

4.1. ВВЕДЕНИЕ

В этой главе мы распространим наше исследование на задачи, которые возникают при включении в перекрестную классификацию более двух факторов. Сначала введем обозначения для общего случая, а затем приступим к анализу различных путей, какими можно продемонстрировать независимость в многомерных таблицах. Остановимся и на некоторых парадоксальных ситуациях, которые могут возникнуть.

Для простоты будем исследовать случай таблицы с тремя входами, задаваемыми переменными А, В и С, с I, J и К категориями соответственно. А для I, J и K ограничимся примерами, в которых все они равны двум.

4.2. ОБОЗНАЧЕНИЯ ДЛЯ ТАБЛИЦЫ С ТРЕМЯ ВХОДАМИ

Наши данные представляют собой наблюдаемые частоты, объединенные в I X J X К ячейках. Мы пишем fijk для наблюдаемой частоты в ячейке (i ,j,К), которая принадлежит строке I, столбцу jи

[40]

слою k, в таблице с тремя входами. А соответствующую вероятность для отдельного наблюдения, выбранного из совокупности случайно, оказаться в этой ячейке обозначим pijk.
Теперь появились два класса условных сумм. Первый-условные суммы по переменным, которые представляют собой итоги по строкам, столбцам или слоям, например,

[image: image118](4.1)

с соответствующими условными вероятностями p0jk. Второй класс - условные суммы, представляющие полные срезы таблицы с тремя входами, например,

[image: image119](4.2)

c вероятностью р00k.
 

 

 

Т а б л и ц а 4.1. Фиктивный набор данных, демонстрирующих взаимную независимость А, В к С
	 
	C1
	C2

	
	B1
	B2
	Всего
	B1
	B2
	Всего

	A1
A2
	6

4
	18

12
	24

16
	9

6
	27

18
	36

24

	Всего
	10
	30
	40
	15
	45
	60


Рассмотрим эти фиктивные данные из табл. 4.1. Здесь есть четыре условных итога для переменной В. Вот они: f101=24, f201=16, f102=36, f202=24.. Существуют два двухфакторных условных итога для переменной С, которые равны: f001=40 иf002=60. Соответственные двухфакторные суммы для А видны гораздо лучше при другом способе представления данных, показанном в табл. 4.2, где сразу видно, что f100=60, аf200=40.
Т а б л и ц а 4.2.Иное представление табл. 4.1
	
	А1
	А2

	
	В1
	В2
	Всего
	В1
	В2
	Всего

	С1
С2
	6

9
	18

27
	24

36
	4

6
	12

18
	16

24

	Всего
	15
	45
	60
	10
	30
	40
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4.3. ВЗАИМНАЯ НЕЗАВИСИМОСТЬ A, BИ С

Для таблиц сопряженности с двумя входами определение независимости дается соотношением (3.1). Теперь мы его обобщим естественным образом на случай трех переменных. Это дает:

[image: image120](4.3)

Если соотношение (4.3) выполняется для вероятностей всех ячеек, то о переменных А, В и С говорят, что они взаимно независимы.

Пример 4.2
Данные из табл. 4.1 (и, конечно, 4.2) точно удовлетворяют соотношениям (4.3). Например, [image: image121]и [image: image122]. Оценки наибольшего правдоподобия для соответствующих вероятностей равны: [image: image123]и аналогично [image: image124], а [image: image125]Следовательно, из соотношения (4.3) мы получим[image: image126], что совпадает с [image: image127]
4.4. УСЛОВНАЯ НЕЗАВИСИМОСТЬ

Если мы возьмем двухфакторное сечение трехмерной таблицы, то получится одна из обычных таблиц с двумя входами, такая же, как те, что мы рассматривали в предыдущей главе. Прилагая к такому срезу двухфакторное определение независимости из (3.1), мы обнаружим соотношение:

[image: image128](4.4)

Когда факторы удовлетворяют соотношению (4.4), мы говорим, что А и В условно независимы друг от друга при заданном значении С.

Когда же А, В и С взаимно независимы, то, понятно, автоматиче-ски выполняется и соотношение (4.4), и любое подобное соотношение для других пар факторов.

Пример 4.3
Т а б л и ц а 4.3. Данные, демонстрирующие условную независимость
	 
	C1
	C2

	
	В1
	В2
	Всего
	В1
	В2
	Всего

	А1
А2
	15

15
	5

5
	20

20
	28

42
	12

18
	40

60

	Всего
	30
	10
	40
	70
	30
	100


В табл. 4.3 представлено некоторое множество данных, в которых А и В явно независимы для каждой из категорий переменной С. В левой подтаблице приведена категория С1, а в правой - С2. В левой
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Т а б л и ц а 4.4.Перестройка данных табл. 4.3
	 
	B1
	B2

	
	C1
	C2
	Всего
	C1
	C2
	Всего

	А1
А2
	15

15
	28

42
	43

57
	5

5
	12

18
	60

80

	Всего
	30
	70
	100
	10
	30
	140


подтаблице независимость бросается в глаза, а в правой она проявля-ется, если заметить, что 40 X 70/100 = 28.

Другой способ удостовериться в независимости связан с вычислением отношения преобладаний. Для С1 таблица дает [image: image129]= (15 Х 5) / (15 X 5) = 1,0, а для С2 -[image: image130]= (28 х 18)/(42 х 12) = 1,0. Значение 1,0 и отвечает, конечно, случаю независимости.

Табл. 4.4, которая представляет из себя просто иной способ представления данных табл. 4.3, иллюстрирует тот факт, что А или В могут быть независимыми между собой, но не независимыми от С. Обе подтаблицы имеют одинаковую структуру, но это отнюдь не структура независимости. Отношения предпочтений в обоих случаях равны 1,5, а вовсе не 1,0.

Т а б л и ц а 4.5.<Сжатие> табл. 4.3 по ответу С
	 
	B1
	B2
	Всего

	А1
А2
	43

57
	17

23
	60

80

	Всего
	100
	40
	140


Точно так же подтаблицы для В против С, разделяющие уровни переменной А, имеют одинаковые отношения предпочтений, равные 9/7.

Один из упомянутых ранее <парадоксов> демонстрирует табл. 4.5, где показано, что случится, если игнорировать С и совместить подтаблицы, образующие табл. 4.3. Несмотря на то что А и В были независимы на любом уровне С, теперь они уже далеко не независимы, как видно из табл. 4.5.

Она иллюстрирует чрезвычайно важный момент: в обычной исследовательской практике распространено сжатие многомерных данных в ряд таблиц с двумя входами, что, как видно, вполне может привести исследователей к ложным выводам.

4.5. ОДНОВРЕМЕННАЯ НЕЗАВИСИМОСТЬ С ОТ А И В

Если у двух переменных, скажем А и В, одинаковые структуры связей с третьей переменной С, то, естественно, переменная С не оказывает воздействия на структуру связи между А и В и мы говорим, что С независимо от (АВ). Алгебраически это выглядит так:

[image: image131](4.5)
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Пример 4.4
Данные, представленные в табл. 4.6, прекрасно согласуются с уравнением (4.5).

Т а б л и ц а 4.6. Данные, демонстрирующие одновременную независимость
	 
	C1
	C2

	 
	В1
	В2
	Всего
	В1
	В2
	Всего

	А1
А2
	6

4
	10

20
	16

24
	9

6
	15

30
	24

36

	Всего
	10
	30
	40
	15
	45
	60


Этим данным присуща строгая связь между переменными А и В для каждой категории С. Поскольку связь в обеих подтаблицах по форме одинакова - числа в правой подтаблице в полтора раза больше своих аналогов из левой части,-мы можем констатировать, что С независимо от (АВ). Отношение преобладаний в каждой подтаблице равно 3,0.

4.6. ПАРАДОКС СИМПСОНА

В параграфе 4.4 мы были свидетелями <замечательных> вещей, которые могут случиться, если многомерную таблицу сжать по категориям какой-нибудь одной переменной. Наиболее впечатляющие возможности такого рода были впервые отмечены Симпсоном [Simpson E.H., 1951]. Потом они обсуждались Берчем [Birch М. W., 1963] и Блайтом [Blyth С. R., 1972]. Иллюстрацией служит табл. 4.7.

Т а б л и ц а 4.7. Иллюстрация парадокса Симпсона
	 
	C1
	C2

	 
	В1
	В2
	Всего
	В1
	В2
	Всего

	А1
А2
	95

5
	800

100
	895

105
	400

400
	5

195
	405

595

 

	Всего
	100
	900
	1000
	800
	200
	1000


В левой подтаблице табл. 4.7 переменные А и В имеют положительную связь с отношением преобладаний (95 X 100)/(800 Х 5) = 19/8, что существенно больше, чем единица, говорящая о незави-
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симости. В правой подтаблице связь, еще более резко выраженная, положительная с отношением преобладаний, равным 19,0. Объединение этих двух таблиц, исключающее из трехмерной таблицы категории фактора С, дает табл. 4.8.

Т а б л и ц а 4.8.Сжатый вариант табл. 4.7
	 
	В1
	В2
	Всего

	А1
А2
	495

405
	805

295
	1300

700

	Всего
	900
	1100
	2000


Как видно из табл. 4.8, связь между А и В теперь отрицательная (отношение преобладаний = (495 Х 295)/ (805 + 405) = 0,45, что существенно меньше, чем 1), тогда как обе исходные таблицы демонстрировали положительную связь!

4.7. ИСТОЛКОВАНИЕ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ ТРЕХ ФАКТОРОВ

Данные предыдущего примера были, конечно, вымышленными. В реальной практике мы должны ожидать случайных отклонений, которые будут затуманивать картину. Однако нетрудно обнаружить, что такого рода соотношения имеют место для вероятностей некоторых ячеек. Поучительно то, что они предполагают равенства отношений преобладания в подтаблицах. Так, для таблицы 2 Х 2 Х 2 мы должны иметь:

[image: image132](4.6)

Когда в (4.6) достигается равенство, мы, понятно, попадаем в весьма частную ситуацию и гораздо более естественно ожидать как раз неравенства этих отношений преобладания. Иначе говоря, как правило, надо ожидать, что отношение двух отношений преобладаний не будет равно единице, с которой связан частный случай, описанный в примере 4.4.

Мы видим, что получается иерархическая система: сначала преобладания, затем отношения преобладаний и, наконец, отношение отношений преобладаний. Рассмотрение этой структуры привело Бартлета [Bartlett M.S., 1935] к предположению, что отношение двух сторон равенства (4.6) дает основу для определения взаимодействия второго порядка или трехфакторного взаимодействия.
Рой и Кастенбаум [Roy S.N., Kastenbaum M.A.,1956] обобщили результат Бартлета на случай таблиц I Х J Х К следующим образом. Между тремя факторами A, В и С нет трехфакторного взаимодействия, если и только если

[image: image133](4.7)

при I = 1,2,:, (I - 1), j = 1,2,:, (J - 1) и k = 1,2,:, (K - 1).
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4.8. АНАЛИЗ СВЯЗЕЙ В МНОГОВХОДОВЫХ ТАБЛИЦАХ

Задачи исследователей, сталкивающихся с трехмерным расположением ячеек с частотами, можно легко формализовать. Как мы показали, <обычные> методы, вроде сведения к последовательности двумерных задач, могут вести к курьезам из-за нарушения структуры данных, результатом чего вполне могут быть и ложные выводы.

Мы не только вынуждены заботиться о <простых> связях, существующих между парами переменных, но должны считаться и с возможностью связей более сложных, многомерных. В примере 4.3 показана ситуация, в которой существуют связи АС и ВС, но нет связи А В, как и трехфакторного взаимодействия ЛВС. А в примере 4.4 есть только взаимодействие между А и В.
Гудмен [Goodman L.A., 1969] рассматривал методы разбиения X2-статистики для проверки качества (которую можно использовать и обычным способом, основываясь на соотношении (4.3)). Однако в своих дальнейших работах [1970, 1971 а] он превратил логарифмически-линейную модель в средство практического анализа, которое вытеснило большинство старых методов. Мы приступим к изучению этих новых методов в следующей главе.

За подробностями выявления независимости в таблицах с четырьмя входами и еще более сложных можно обратиться к работе Кастенбаума [Kastenbaum M.A., 1974].

ГЛАВА 5. ЛОГАРИФМИЧЕСКИ-ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ ДЛЯ ТАБЛИЦ СОПРЯЖЕННОСТИ 2Х2

5.1. ВВЕДЕНИЕ

Три предыдущие главы были связаны с установлением и измерением связей между факторами. Так получилось само собой, и меры связи, в частности, были лишь слегка теоретически обоснованы. В противоположность этому в данной и следующих двух главах мы разовьем ясный и хорошо разработанный метод, который позволяет исследователю с равным успехом находить и простые, и сложные связи между двумя или большим числом переменных в многофакторной ситуации. В последние пять-шесть лет изучение таких данных привлекло внимание многих авторов: не найдется ни одного номера ведущих статистических журналов, где бы не было нескольких новых статей, развивающих эту теорию. Создателем всего направления был профессор Лео Гудмен, и его работы [Goodman L.A.,1970, 1971а, б, 1972а, б] образуют ее основу. Отличное введение для непрофессионалов дал Дэвис [Davis J.A., 1974].
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5.2. НАЗНАЧЕНИЕ МОДЕЛИ

Простая демонстрация потребности в модели появляется при рассмотрении искусственного множества данных, у которых все переменные взаимно независимы, а все случайные отклонения удалены. Такие данные изображены, например, в табл. 5.1.

Т а б л и ц а 5.1. Гипотетические данные для трех взаимно независимых факторов
	 
	C1
	C2

	 
	В1
	В2
	B3
	B4
	Всего
	В1
	В2
	B3
	B4
	Всего

	А1
А2
A3
A4
	12

8

16

44
	3

2

4

11
	9

6

12

33
	6

4

8

22
	30

20

40

110
	24

16

32

88
	6

4

8

22
	18

12

24

66
	12

8

16

44
	60

40

80

220

	Всего
	80
	20
	60
	40
	200
	160
	40
	120
	80
	400 


Для изучения этих данных было бы вполне достаточно предположить, что имеющиеся 600 наблюдений случайным образом извлечены из совокупности, в которой были следующие вероятности ячеек:

[image: image134]
Поскольку известно, что сумма вероятностей равна 1, у этой коллекции должен быть (4Х4х2) - 1 = 31 независимый параметр.

Такое объяснение, хотя оно и вполне достаточно, все же не говорит ничего о частностях. Гораздо содержательнее следующая простая модель, требующая к тому же только семь параметров. Эта модель исходит из того, что вероятность попадания в ячейку (i, j, k), равная pijk, задается подходящими условными вероятностями в виде

[image: image135](5.1)

Следовательно, достаточно знать соотношение (5.1) и значения р100, p200,p300, p010, p020,p030 иp001 чтобы найти вероятность для любой ячейки, помня, конечно, что сумма вероятностей равна 1. Если бы можно было воспользоваться моделью (5.1), то мы смогли бы точно восстановить все данные с помощью всего 7 параметров вместо 31, что, конечно, много легче и эффектнее. И это случай обычный, а не исключительный.

Понятно, что реальные данные будут не столь наглядны, как эти из табл. 5.1. Если бы даже все переменные действительно были взаимно независимы, все равно мы не могли бы всерьез ожидать, что случайная вариация не приведет к небольшим отклонениям от модели для независимости. Мы будем строить ряд альтернативных моделей, вместе со средствами их проверки, допускающими случайные отклонения.
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5.3. ВИДЫ МОДЕЛЕЙ

Поскольку истинные вероятности в совокупности нам не известны, остается использовать наблюдаемые частоты ячеек в качестве их оценок. В результате то, что мы извлекаем из модели, находит разумное объяснение через различия в наблюдаемых частотах ячеек. Тогда модель можно интерпретировать в терминах вероятностей ячеек, которые, конечно, обязаны все лежать между 0 и 1. Раньше делались попытки отыскать модели, вроде рассмотренных Коулменом [Coleman J.S., 1964], которые приводили к трудностям из-за того, что допускали существование таких наборов данных, для которых оцениваемые вероятности ячеек могли принимать значения вне этого диапазона.

Отсюда следует, что простейший путь построения модели заключается в том, чтобы работать не с вероятностями, а с какими-нибудь функциями от вероятностей, причем такими, которые не ограничены и имеют своим минимальным значением [image: image136], а максимальным соответственно [image: image137]. Это выглядит сомнительно, зато весьма облегчает жизнь.

Для дихотомических факторов, у которых вероятности категорий 1 и 2 равны соответственно р и (1 - р), мы предпочитаем работать с

[image: image138](5.2)

когда р = 0, х =[image: image139], а когда р = 0,5, х = 0, наконец, когда р = 1, х =[image: image140]. Графическое представление этой зависимости между р и х и обсуждение возможностей использования х в таком контексте приводит Тейл [Theil H., 1971].

Потенцируя обе части равенства (5.2), мы можем избавиться от логарифма и получить

[image: image141]
или, решая относительно р:
[image: image142]. (5.3)

Уравнение (5.3) показывает, что каждому значению х соответствует единственное значение р, и наоборот, а это означает, что (5.2) - преобразование р, имеющего ограниченный диапазон, в х с пределами, бесконечными в обе стороны. В результате такого дьявольски хитрого математического трюка получилось, что, какое бы значение мы ни нашли для оценки х, ему всегда будет соответствовать приемлемое значение р.
Функция х известна под именем <логит>, или логарифм преобладания, причем последнее название более наглядно, но относится обычно к случаю дихотомических переменных. Главным сторонником широкого применения логитов был профессор Берксон [Berkson J., 3., см. на-пример, 1944]. Первым, кто применил логиты для таблиц сопряжен-ности, был, по-видимому, Плекет [Plackett R.L., 1962].
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5.4. НАСЫЩЕННАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ТАБЛИЦЫ 2Х2

Чтобы увидеть, как можно построить модель для описания всех сложных взаимоотношений в многомерной таблице, начнем с рассмот-рения наипростейшего возможного случая таблицы 2х2. Наши рассуждения станут яснее, если взять несколько конкретных чисел и продемонстрировать на них наши идеи. Такое гипотетическое множество чисел представлено в табл. 5.2.

Вероятности в четырех ячейках табл. 5.2 не равны. Наша задача заключается в том, чтобы выяснить причины их различий. Есть три более или менее очевидные причины:

Т а б л и ц а 5.2.Гипотетические частоты
ячеек для данных 2Х2

	 
	В1
	В2
	Всего

	А1
А2
	0,4

0,2
	0,3

0,1
	0,7

0,3

	Всего
	0,6
	0,4
	1,0


а) категория А1 встречается чаще, чем категория A2;

б) категория В1 встречается чаще, чем категория В2,',
в) сочетания А1, В2 и А2, В1встречаются несколько чаще, чем можно было бы ожидать, если бы переменные А и В были независимы.

Нам нужен теперь математический метод, который позволяет количественно сравнить относительную важность этих трех эффектов и выявить случаи, когда эффекты следует признать реальными, а когда их, скорее, стоит приписать случайным отклонениям.

Допустим, что такой метод предполагает использование модели, записанной относительно натуральных логарифмов vij вероятностей ячеек pij. Такая модель должна содержать <средний> член, примерно соответствующий идее среднего по вероятностям ячеек, вместе с тремя аддитивными членами, соответствующими трем названным выше причинам. Именно такую модель и предложил Гудмен [Goodman L.A., 1970, 1971а]. Она имеет вид:

[image: image143](5.4)

где

[image: image144]
Члены в правой части модели (5.4) последовательно соответствуют общему среднему и трем названным выше эффектам. Параметры l имеют надстрочные индексы, показывающие, к какой переменной они относятся, и подстрочные индексы, говорящие о том, к какой катего-рии они прилагаются.

Так как в таблице 2х2 всего четыре ячейки, любая жизнеспособная модель должна иметь не более четырех различных параметров. Если модель имеет как раз столько параметров, сколько ячеек в таблице, то ее называют насыщенной моделью. Модель (5.4) - пример насыщенной модели для таблицы 2 Х 2. Ее четырьмя параметрами могут быть [image: image145]

 INCLUDEPICTURE "Анализ%20таблиц%20сопряженности_%20Г_%20Аптон%20ГЛАВА%205_%20ЛОГАРИФМИЧЕСКИ-ЛИНЕЙНЫЕ%20МОДЕЛИ%20ДЛЯ%20ТАБЛИЦ%20СОПРЯЖЕННОСТИ%202Х2.files/image283.gif" \* MERGEFORMAT \d [image: image146]. Ограничения па l означают, что
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[image: image147](5.5)

 

Примером другого множества из четырех независимых параметров может служить [image: image148]
Прежде чем высказывать какие-нибудь соображения насчет этих l, введем упрощающие обозначения. Мы запишем

[image: image149]
где I и J - числа всех категорий двух факторов А и В. Для случая 2х27=7=2. Значит, например, [image: image150]- это средний логарифм вероятности всех ячеек 1-й строки таблицы, тогда как v..-это среднее для логарифмов вероятностей вообще всех ячеек данной таблицы.

Если просуммировать обе части модели (5.4) по индексу i (категориям фактора А), по получим

[image: image151]

 INCLUDEPICTURE "Анализ%20таблиц%20сопряженности_%20Г_%20Аптон%20ГЛАВА%205_%20ЛОГАРИФМИЧЕСКИ-ЛИНЕЙНЫЕ%20МОДЕЛИ%20ДЛЯ%20ТАБЛИЦ%20СОПРЯЖЕННОСТИ%202Х2.files/image294.gif" \* MERGEFORMAT \d [image: image152]
что с учетом ограничений на значения l сводится к

[image: image153]. (5.7)

Аналогично суммируя обе части исходной модели по всем наблюде-ниям, получим

[image: image154](5.8)

и, следовательно, [image: image155]. Подставляя это снова в уравнение (5.7) и выполняя аналогичные операции, мы найдем

[image: image156](5.9)

Множество уравнений (5.9), возможно, знакомо читателю по дисперсионному анализу, поскольку существует прямое соответствие между ними и моделью двусторонней классификации с взаимодействием, где также задаются оценки параметров. Вообще, существует весьма глубокая связь между излагаемым материалом и дисперсионным анализом. Подробный обзор дал Нелдер [Nelder J.A., 1974], который обратил внимание на то, что многие стандартные методы дисперсионного анализа легко адаптируются к нашей ситуации. С помощью (5.9) можно интерпретировать [image: image157]как добавку (или убыль), связанную с категорией i фактора А по сравнению с общим средним. 
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Дополнительный свет на возможности уравнений (5.9), применительно к таблицам 2х2 проливает обнаружение, например, того, что

[image: image158]
Выражения в правой части (5.10), выписанные в терминах исходных вероятностей ячеек, показывают нам, что эти новоявленные l - всего лишь логарифмы преобладаний, с которыми мы уже хорошо знакомы. Значит, [image: image159]должно быть пропорционально среднему логарифму преобладания для ячеек первой строки таблицы, а [image: image160]должно находиться как логарифм отношения преобладаний, с которым мы впервые встретились еще в параграфе 2.7.

Т а б л и ц а 5.3.Натуральные логарифмы вероятностей из табл. 5 2
	 
	В1
	В2

	А1
А2
	-0,916

-1,609
	-1,204

-2,303


Пример 5.1 , Чтобы показать, как работает алгебра, проведем вычисления для вероятностей из табл. 5.2. Наш первый шаг - переход от вероятностей к их логарифмам, показанный в табл. 5.3. Из уравнений (5.6) находим, что иv1.= -1,060, v2. =1,956, v.1= 1,2625, v.2= - 1,7535, v..= -1,508, а затем, воспользовавшись уравнениями (5.9), получим:

[image: image161]и [image: image162](5.11)

Все прочие l можно вывести из этих. Для дихотомических переменных, которые мы сейчас рассматриваем, существует простое правило знаков: знак надо менять на обратный для каждого подстрочного индекса, отличающегося от индекса вычисляемого значения l (см. уравнение 5.5).

Таким образом, мы можем оценивать параметры насыщенной модели, которых столько же, сколько и ячеек. Разумеется, такая модель должна точно соответствовать данным, если только мы не допустили ошибок при вычислениях. Можем испытать модель на наших данных, воспользовавшись значениями параметров, найденными в (5.11). Тогда

[image: image163], 

а это как раз есть в табл. 5.3.
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5.5. ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ НАСЫЩЕННОЙ МОДЕЛИ ДЛЯ ТАБЛИЦЫ 2Х2

В предыдущем параграфе мы сталкивались исключительно с гипотетическими данными. Теперь вернемся к реальной жизни, где мы хотим истолковать наблюдаемые частоты ячеек. Как мы увидим, эти две ситуации не слишком сильно отличаются друг от друга. Как обычно, обозначим наблюдаемые частоты в ячейках (i ,j) через fij, а затем положим

[image: image164](5.12) 

Правую часть уравнения (5.12) можно переписать так:

[image: image165]13)

Результат (5.13) следует из того факта, на который мы уже обращали внимание раньше в уравнении (2.7),что наилучшей оценкой неизвестной вероятности ячеек служит наблюдаемая доля данных, попавших в эти ячейки. Так как значение члена [image: image166]известно (и для всех значений y), мы видим, что поведение у очень похоже на поведение значений v (с учетом замены значений р их оценками [image: image167]).
Отсюда следует, что хотя мы не в состоянии определить значения l, поскольку не знаем значений р, мы все-таки можем найти их оценки [image: image168], если заменим значения v в уравнениях (5.10) на соответствующие им значения у:
[image: image169]14)

Пример 5.2
Следующие данные (табл. 5.4) взяты у Крью [Crewe I., 1976], который, в свою очередь, заимствовал их из результатов обследования, обсуждавшегося Батлером и Стоксом [Butler D.E., Stokes D.E., 1975].

Первый этап анализа заключается в том, чтобы превратить исходные данные в логарифмы частот. Так, [image: image170], и аналогично мы найдем y12=4,745, y21=5,481; наконец, y22=5,220. В конце концов, воспользовавшись уравнениями (5.14), мы получим следующие оценки параметров:

[image: image171]
Поскольку мы знаем, что насыщенная модель должна точно воспроизводить исходные данные, мы можем установить, что [image: image172], == 5,212, хотя это для нас не так уж и важно. То, что нам действительно важно, - 
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Т а б л и ц а 5.4. Голосование за различные партии в зависимости от пола избирателей, таблица2Х2 из обследования Батлера и Стокса
	 
	В1 - лейбористы 
	B2 - консерваторы 
	Всего

	A1 - мужчины, 21-45 лет
	222
	115
	337

	A2 - женщины, 21-45 лет
	240
	185
	425

	Всего
	462
	300
	762


это значения l. Мы видим, что наиболее существенное влияние на частоты ячеек оказывает отсутствие равенства в политических симпатиях респондентов, а затем уже следует эффект разницы полов. Есть еще, правда, довольно сильный эффект взаимодействия [image: image173], говорящий о том, что существует, видимо, внутренняя связь между полом и предпочтением партии. В следующем параграфе мы познакомимся с методами проверки, которые выделят среди этих эффектов реальные и отнесут остальные к случайным отклонениям.

5.6. МОДЕЛЬ НЕЗАВИСИМОСТИ ДЛЯ ТАБЛИЦЫ 2х2

Насыщенная модель (5.4) содержит столько же параметров, сколько ячеек в таблице и поэтому точно предсказывает частоты ячеек. Однако смысл исследования модели состоит в том, чтобы найти относительно экономное объяснение данных, если, конечно, это вообще возможно. Поэтому сейчас мы рассмотрим варианты упрощенных моделей, с тем чтобы найти наипростейшую модель, которая еще будет удовлетворительно объяснять данные.

Исходя из предыдущего анализ связей естественно начать с рассмотрения следующей модели:

[image: image174](5.15)

Мы настаивали, что это-модель независимости; покажем теперь, что так оно и есть. Величина [image: image175]- это натуральный логарифм [image: image176], значит,

[image: image177]

 INCLUDEPICTURE "Анализ%20таблиц%20сопряженности_%20Г_%20Аптон%20ГЛАВА%205_%20ЛОГАРИФМИЧЕСКИ-ЛИНЕЙНЫЕ%20МОДЕЛИ%20ДЛЯ%20ТАБЛИЦ%20СОПРЯЖЕННОСТИ%202Х2.files/image345.gif" \* MERGEFORMAT \d [image: image178]
и таким образом, помня, что для 2х2-таблиц [image: image179]имеем

[image: image180]. (5.16)

Аналогично

[image: image181]. (5.17)

и

[image: image182](5.18)
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Теперь, объединяя результаты (5.16), (5.17) и (5.18), получим

[image: image183], (5.19)

и равенство между левой и правой частями уравнения (5.19) выполняется строго, когда мы ожидаем, что факторы независимы. Понятно, что модель (5.15) - это та же самая насыщенная модель (5.4) после того, как из нее исключили член ^[image: image184]; поэтому мы имеем теперь еще одно подтверждение того, что это как раз и есть тот член модели, который ответствен за взаимодействие между факторами.

Простейший способ получения модели (5.15) заключается в приложении стандартных результатов (5.19) и их аналогов к соответствующим ячейкам. Это дает ожидаемые частоты, которые легко превратить в логарифмы частот для определения значений 2,. Качество подгонки модели можно измерить с помощь X2или V2 обычным путем.

Пример 5.3
В качестве примера независимости для модели (5.15) мы возьмем из табл. 5.4 данные, для которых ожидаемые частоты и их натуральные логарифмы приведены в табл. 5.5. Эти частоты получили обычным путем, т.е. из (5.19), а теперь, воспользовавшись результатами (5.14), находим: [image: image185]и [image: image186]
Т а б л и ц а 5.5. Ожидаемые частоты и их
логарифмы для данных табл. 5.4
в предположении независимости
	 
	В1
	В2

	А1 Частоты

ммммммЛогарифмы ааааааааачастот

А2 Частоты

ммммммЛогарифмы ааааааааачастот
	204,3

5,320

 

257,7

5,552
	132,7

4,888

 

167,3

5,120


Мы можем оценить качество подгонки этой модели либо по Х2, либо по Y2. С этого момента мы будем предпочитать пользоваться Y2, а не Х2, поскольку он обладает аддитивными свойствами, полезными при анализе. Если обозначить оцениваемые частоты через [image: image187], то из уравнения (3.5) имеем

[image: image188](5.20)

 

В модель входят 3 независимых параметра [image: image189]и имеют место 4 частоты ячеек, следовательно, остается одна степень свободы, которую можно употребить на проверку качества подгонки этой модели. Поскольку наблюдаемое значение 6,9 превосходит верхний 1 %-ный уровень c2-распределения, равный, 6,63, мы вынуждены отвергнуть гипотезу о независимости: исключение из модели члена [image: image190]приводит к существенному снижению качества подгонки. Стало быть, существу-ет тенденция для женщин предпочитать консерваторов, а для мужчин - лейбористов.
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5.7. ДРУГИЕ МОДЕЛИ ДЛЯ ТАБЛИЦ 2Х2

Насыщенная модель и модель независимости - это не все, чем исчерпываются наши возможности. Мы могли бы, например, исходить из гипотезы о том, что категории фактора B равновероятны (и, следовательно, факторы А и В - независимы):

[image: image191](5.21)

или что категории фактора А равновероятны:

[image: image192], (5.22) 

или, наконец, что все категории равновероятны:

[image: image193](5.23)

Для любой из этих моделей легко найти ожидаемые частоты. Так, например, для модели (5.21), где предполагается равновероятность категорий фактора В, имеем:

[image: image194]
где е1.. и е2.. - два средних по строкам. Логарифмируя эти значения ожидаемых частот, мы, как обычно, найдем оценки параметров модели.

Пример 5.4
Для удобства рассмотрения различных моделей в табл. 5.6 представлены и наши старые результаты, и новые оценки по трем моделям.

Т а б л и ц а 5.6. Результаты для альтернативных моделей по данным табл. 5.4
	Модель
	Название
	е11
	е12
	е21
	е22
	[image: image195]
	[image: image196]
	[image: image197]
	[image: image198]
	Степень

свобода
	[image: image199]

	(5.4)

(5.15)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
	Насыщенная

Независимая

Нет эффекта В

Нет эффекта А

Равновероятная
	222,0

204,3

168,5

231,0

190,5
	115,0

132,7

168,5

150,0

100,5
	240,0

257,7

212,5

231,0

190,5
	185,0

167,3

212,5

150,0

190,5
	-0,138

-0,116

-0,116

0

0
	-,230

0,216

-

0,216

0
	0,100

0

0

0

0
	5,212

5,220

5,243

5,227

5,250
	0

1

2

2

3
	0

6,9

41,7

17,2

51,9


Мы должны сразу же отметить, что различие между моделями (5.4) 1,и (5.15) - это просто наличие или отсутствие члена [image: image200]и что проверка .друго[image: image201]го единственного параметра осуществлялась сравнением значений Y2: (6,9 - 0) при (1 - 0) степенях свободы. Этим же путем можно было бы получить конкретные критерии и для определения важности других параметров. Сравнивая, например, модели (5.15) и (5.21) (табл. 5.7), мы видим, что для эффекта [image: image202]при 1 степени свободы получается вклад в Y2, равный 34,8, что должно быть явно значимо.

[55]

 

 

Т а б л и ц а 5.7. Сравнение моделей (5.15) и (5.21) на данных табл. 5.4
	Модель
	Включенные параметры
	Степень свободы
	[image: image203]

	(5.15)

(5.21)
	[image: image204]
	1

2
	6,9

41,7

	Различие
	[image: image205]при найденных [image: image206]
	1
	34,8


Важность работы со статистикой наибольшего правдоподобия Y2 ,а не с более знакомой статистикой X2 обусловлена тем, что в первом случае разделение такого типа, как показано в табл. 5.7, имеет теоре-тическое обоснование, а во втором случае его нет.

Иная, но равноценная точка зрения, при которой насыщенная модель строится последовательно, начиная с равновероятной модели, представлена в табл. 5.8.

Т а б л и ц а 5.8. Построение насыщенной модели по данным табл. 5.4
	Модель

 
	Включенные параметры

 
	Y2
 
	Уменьшение Y2
 

	(5.23)

 
	[image: image207]
	51,9

 

 
	 

	(5.21)

 
	[image: image208], [image: image209]
 

 
	41,7
	10,2

	(5.15)

 
	[image: image210], [image: image211], [image: image212]
	6,9
	34,8

	(5.4)

 
	[image: image213],[image: image214],[image: image215],[image: image216]
	0
	6.9


5.8. ИЕРАРХИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

Все модели, какие мы до сих пор рассматривали, входят в класс так называемых иерархических моделей. Иерархическая модель подчиняется следующему правилу, которое выполняется и в многомерном случае. Допустим, что в модель включен параметр, зависящий от множества 5 факторов. Тогда модель должна включать также и все параметры, зависящие от любого подмножества из этого множества факторов.

Пример 5.5
Пусть в какую-нибудь (многомерную) модель включен параметр [image: image217]. Тогда в нее должны входить также и следующие параметры:

[image: image218].

Пример 5.6
Вот пример 2х2 модели, которая не принадлежит к множеству иерархических:

[image: image219](5.24)
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Т а б л и ц а 5.9. Данные, демонстрирующие
взаимодействие при отсутствии
главных эффектов
	 

 
	В1
	В2
	Всего

 

	А1
А2
	70
30

 
	30

70

 
	100

100

 

	Всего

 
	200

 
	100

 
	200

 


Это модель такого типа, кото-рый может пригодиться для описания данных из табл. 5.9.

Связь между А и В в табл. 5.9 бросается в глаза, вместе с тем нетрудно установить, что эффекты факторов А и В отсут-ствуют. Если бы можно было разделить эти категории, то мы смогли бы обнаружить весьма фундаментальные <эффекты>. Таково словесное возражение 

против построения модели (5.24), но есть и статистические соображения. Оценки максимума правдоподобия, которыми мы пользовались, обладают, вообще говоря, тем свойством, что если подсчитать параметр [image: image220], то наблюдаемые суммы часто суммируются по всем факторам с равными ожидаемыми частотами. Из-за этого получается, что при вычислении [image: image221]без одновременного оценивания еще и [image: image222]нельзя воспользоваться этим методом. Кажется неразумным не считаться с этим фактом при явном включении их в модель.

5.9. РЕПАРАМЕТРИЗАЦИЯ МОДЕЛИ

Гудмен [Goodman L.A., 1971а] и Кокс [Сох В. К., 1972] показали, что для многомерных таблиц с дихотомическими факторами модель часто можно упростить с помощью репараметризации. Например, мы можем заменить факторы А и В на факторы A и С, где категория C1 будет содержать все наблюдения из ячеек (1,1) или (2, 2) предыдущей классификации АВ, а категория С2 - все остальное. Тогда, если, например, факторы А и В обозначают следующее: А1 - муж голосует за лейбористов, А2, -муж голосует за консерваторов, В1- жена голосует за лейбористов, B2 - жена голосует за консерваторов, то фактор С, определенный ранее, имеет интерпретацию: С1 - семейная гармония, С2 - семейная дисгармония. 

Плекет [Plackett R.L., 1974] заметил, что, хотя таким образом действительно можно существенно упростить модель, интерпретация результатов такой модели может оказаться затрудненной.

Пример 5.7
После репараметризации указанным выше образом данных табл. 5.9 мы получили табл. 5.10, которая требует только двух параметров, [image: image223]и [image: image224], вместо четырех в исходной ситуации.

Т а б л и ц а 5.10. Репараметризация данных табл. 5.9
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ГЛАВА 6. НАСЫЩЕННАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ТАБЛИЦ

6.1. СТРУКТУРА АНАЛИЗА МНОГОМЕРНОЙ ТАБЛИЦЫ

В предыдущей главе мы рассматривали наипростейшую ситуацию, возможную для таблиц сопряженности, а именно таблицу 2х2. Благодаря простоте этих данных было всего 4 подходящих ненасыщенных иерархических модели. Гудмен [Goodman L.A., 1970] показал, что для трех факторов это число равно 18, для четырех - 166, а для пяти приближается к 1000.

Наша задача состоит в том, чтобы выбрать одну или несколько относительно простых моделей из всего многообразия. Вряд ли мы легко справимся с этой задачей без специального руководства, особенно когда факторов много. К счастью, такое руководство существует - это насыщенная модель. При подборе насыщенной модели мы оцениваем значения всех К, какие только можно себе представить включенными в подходящую простую модель. Некоторые из значений К могут оказаться близкими к 0, что будет указывать на их малую важность. Тогда при выборе ненасыщенной модели мы сможем руководствоваться стремлением включить в нее прежде всего те К, которые существенно отличаются от нуля. Все это, однако, еще впереди (гл. 7), а сейчас мы сосредоточимся на задаче построения насыщенной модели и ее интерпретации.

6.2. ТАБЛИЦА С ТРЕМЯ ВХОДАМИ. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ

Начнем обсуждение многомерных таблиц с подробного рассмотрения таблицы с тремя входами. Выводы, к которым мы здесь придем, легко обобщаются на случай большего числа факторов. Трехфакторная таблица содержит частоты, классифицированные по категориям трех переменных (например, возраста, пола и политических симпатий). И мы хотим выяснить, есть ли, и если есть, то какие взаимосвязи между этими переменными. Обозначим три фактора буквами А, В и С и допустим, что они имеют I, J и K категорий соответственно. Будем писать pijkдля (неизвестной) теоретической вероятности того, что случайно выбранное наблюдение попадает в ячейку (i, j, k) и положим [image: image225]. Другой способ определения рijkмог бы состоять в том, чтобы рассматривать ее как вероятность для индивида, извлеченного случайно из совокупности в нашу выборку, попасть одновременно в категорию i для фактора A, категорию jдля фактора В и кaтегорию k для фактора С.
Насыщенная модель включает полный набор сочетаний величин [image: image226]в терминах общего среднего, <главных эффектов> факторов А, В и С, трех двухфакторных взаимодействий АВ, АС и BС, да еще трехфакторного взаимодействия АВС. Последнее взаимодействие мы обсудим позднее. Как и в случае таблицы 2х2, будем обозначать надстрочными индексами исследуемые факторы, а подстрочными - их

категории (уровни). Тогда [image: image227]обозначает, например, связь (взаимо-
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действие) между категорией 1 фактора А и категорией 2 фактора С. Полная модель имеет вид:

[image: image228](6.1)

Чтобы в модели не получился избыток, т. е. чтобы число параметров не превысило числа ячеек (IX J X K), на значения l в (6.1) налагаются следующие ограничения:

[image: image229]

 INCLUDEPICTURE "Анализ%20таблиц%20сопряженности_%20Г_%20Аптон%20ГЛАВА%206_%20НАСЫЩЕННАЯ%20МОДЕЛЬ%20ДЛЯ%20МНОГОМЕРНЫХ%20ТАБЛИЦ.files/image443.gif" \* MERGEFORMAT \d [image: image230](6.2)

Все это не так просто, чтобы непосредственно судить о полноте модели, поэтому воспользуемся тем, что есть очень простой алгоритм, обеспечивающий определение всех значений l. Его теоретическое обоснование дали Деминг и Стефан [Deming W.E., Stephan F.F., 1940] и Файнберг [Freinberg S.E., 1970а], а его практическое применение ясно и просто продемонстрировали Мостеллер [Mosteller F., 1968] и Дэвис [Devis J.A., 1974]. Кроме того, есть много отдельных алгоритмов (см. Хейбермена [Haberman S.I., 1972]) и пакетов статистических программ, в частности ЕСТА (Общедоступный анализ таблиц сопряженности), изданный Гудменом и Фейем [Goodman L.A., Fay R., 1973] и совмещающий в себе замечательную простоту и гибкость. 

Если мы запишем

[image: image231](6.3)

так что [image: image232], будет общим средним для логарифмов вероятностей, и 

[image: image233](6.4)

так что [image: image234]будет средним по всем логарифмам вероятностей, для которых фактор А находится на уровне I, то, подставляя выражение (6.1) в правые части уравнений (6.3) и (6.4), мы получим

[image: image235]. (6.5)

Таким образом, [image: image236]оказывается мерой того, насколько более (или менее) вероятна категория Ai; по сравнению со средним по всем категориям этого фактора.

Совершенно аналогично можно получить формулы и для других l. Так, например, если положить 

[image: image237]и т.д.,

то

[image: image238](6.6)

[image: image239]. (6.7)

Соотношение (6.6) показывает, что [image: image240]-это мера того, насколько (местное появление категорий Ai и Вi более или менее вероятно,
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чем можно было бы ожидать, если бы они были независимы. Аналогично [image: image241]- это мера того, насколько независимость факторов А и В сама зависит от категорий фактора С.
Простое описание многофакторных взаимодействий дать трудно. Все, что мы можем сказать на этот счет, это, если [image: image242]существенно отличается от нуля, то соответствующие конкретные категории данных факторов взаимосвязаны сложным образом, не сводимым к простым зависимостям между их парами. Дальнейшие попытки простого описания взаимодействий предпринял Дэвис [Davis J.A., 1974].

6.3. ТАБЛИЦА 2Х2Х2

Когда все три фактора А, В и С дихотомические (т. е. когда I = J = K = 2), соотношения типа (6.6) и (6.7) значительно упрощаются, благодаря чему они проливают дополнительный свет на смысл величин К. Мы обнаруживаем, например, что

[image: image243](6.8)

[image: image244](6.9)

[image: image245]. (6.10)

Из (6.8) следует, что действительно существует только одно независимое взаимодействие трех факторов, а из (6.9) - что его значение пропорционально разности между логарифмами отношений преобладаний для двух таблиц 2х2, соответствующих двум категориям фактора С. Точно так же мы могли бы установить, что это значение пропорционально логарифму отношения отношений преобладаний (по 6.10). Вид выражения (6.10) говорит еще и о том, что перестановками вероятностей можно получить эквивалентные представления и для других факторов. Например, из (6.10) мы имеем

[image: image246](6.11)

Получается, что [image: image247]относится к отношению двух вероятностей (преобладанию), [image: image248]- к отношению этих преобладаний, а [image: image249]- к отношению этих отношений. Структура проясняется!

Впервые определение (6.10) для трехфакторного взаимодействия в таблице 2х2х2 дал Бартлет [Bartlett M.S., 1935]. Обобщение на случай произвольной IX JXK-таблицы принадлежит Рою и Кастенбауму [Roy S.N., Kastenbaum М. А., 1956] и не использовалось до появления работы Мантеля [Mantel N., 1966], где было предложено сделать эти самые К основой для построения модели. 
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6.4. ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ НАСЫЩЕННОЙ МОДЕЛИ

Для общей ситуации IX JXK -таблицы данные представляют собой наблюдаемые частоты [image: image250]в различных ячейках [image: image251]трехмерной классификации. Обозначим [image: image252]и найдем оценки параметров, заменяя значения v в (6.6) и (6.7) соответствующими им значениями у. Например, оценкой для [image: image253]из (6.6) будет

[image: image254], (6.12)

где

[image: image255]и т. д.

Формулы для значений l можно было бы предварительно упростить, но пользоваться ими вручную все равно было бы затруднительно. К счастью, в этом и нет нужды, поскольку упоминавшийся выше пакет машинных программ (пакет ЕСТА) может сделать эту трудную работу очень быстро.

6.5. НОРМИРОВАННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ОЦЕНОК ПАРАМЕТРОВ

В параграфе 6.1 мы отмечали, что цель построения насыщенной модели заключается в том, чтобы выразить относительную важность различных значений l. Поскольку относительно l модель аддитивна, если какие-нибудь из значений близки к 0, то они играют и весьма малую роль. Этим, собственно, мы и должны руководствоваться при проведении различий между значениями.

Легко видеть, что для уравнений такого рода, как (6.12), любая оценка [image: image256]будет линейной комбинацией отдельных значений из [image: image257]. Например, для случая 2х2х2 уравнение (6.12) можно переписать так:

[image: image258](6.13)

В данном случае частота каждой ячейки умножается на + (1/8), в общем случае эти коэффициенты могут быть и другими.

Плекет [Plackett R.L., 1962] показал, что оценка дисперсии натурального логарифма пуассоновской частоты приблизительно равна обратной величине этой частоты:
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[image: image259](6.14)

Общую линейную комбинацию сомножителей частот ячеек можно записать в виде

[image: image260](6.15)

/ А

где [image: image261]-подходящим образом выбранные константы. Например, для [image: image262]из уравнения (6.13) имеем [image: image263]и [image: image264]для оставшихся значений а.
Комбинируя уравнения (6.14) и (6.15), замечаем, что оценка дисперсии l приблизительно равна: Среди параметров насыщенной модели, оказывается, не все должны иметь одинаковые дисперсии (это зависит от числа категорий, относящихся к данному фактору), и, чтобы сделать их сопоставимыми, мы проведем нормирование таким образом, что дисперсии нормированных значений [image: image265]станут равными 1:

[image: image266](6.17)

Гудмен [Goodman L.A., 1971а] отметал, что стандартизованные значения имеют приблизительно нормальное распределение. Вследствие этого, если оценка К отличается от 0 лишь случайно (иначе говоря, если неизвестное истинное значение К равно 0), то наблюдаемое значение [image: image267]будет наблюдением, принадлежащим единичному нормальному распределению, функция распределения которого табулирована во многих учебниках статистики и в приложении 1.

6.6. ОТБОР ВАЖНЫХ l

Таким образом, каждое нормированное значение, что мы получим, представляет собой некую случайную величину, имеющую нормальное распределение с единичной дисперсией и средним, характеризующим соответствующее l. Если же эта l равна 0, то распределение будет единичным нормальным. Таблицы функции распределения единичного нормального распределения (приложение 1) показывают, что около 95% всех случайных наблюдений, принадлежащих этому распределению, попадают в диапазон от -2 до +2.

Пусть, например, мы получили стандартизованное значение, равное 4. Оно весьма удалено от обычного диапазона. Это можно объяснить только двумя обстоятельствами: либо мы столкнулись с очень редким событием, либо соответствующее значение l не равно 0. Мы скорее предпочли бы поверить второму из объяснений, а это значит,
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что при отборе важных значений l выход их наблюдаемых нормированных значений за диапазон (-2,2) будет служить ориентировочным руководством.

Это не более, чем ориентир, а не тот случай, когда мы могли бы ;сказать, что если какое-либо наблюдаемое значение лежит вне диапазона (-2, 2), то, очевидно, соответствующее значение l значимо отличается от 0. Может быть, да, а может быть, и нет. Такая неясность со значимостью возникает отчасти потому, что мы всегда должны рассматривать большое число нормированных значений одновременно. Хотя для любого конкретного значения диапазон (-2,2) вполне разумен, когда мы рассматриваем совместно, скажем, 60 значений, то совсем нелепо ожидать, что все они окажутся зажатыми между -2 ,и 2. На самом деле вероятность этого события равна: (0,95)60 = 4,6%, что <значимо> мало.

Позже мы покажем, что если принять для некоторых значений [image: image268], то, вообще говоря, мы будем обязаны одновременно прийти к логическому заключению об отличии от нуля и некоторых других значений. Таким образом, наши заключения строятся на песке. Единственное, что можно было бы утверждать - это то, что диапазон (-2, 2) может служить основой для выбора некоторого подмножества значений l, могущих оказаться важными.

Анализ результатов для ненасыщенной модели,. мы продолжим в гл. 7. А пока займемся насыщенными моделями, которые служат наиболее удобной исходной точкой для дальнейшего анализа.

6.7. МНОГОМЕРНЫЕ ТАБЛИЦЫ

Обозначения, принятые для трехмерных таблиц, естественно, обобщаются для любого большего числа факторов, не требуя каких-либо разъяснений. Сохраняют силу и все полученные ранее результаты.

Заслуживает внимания лишь один практический аспект дела. По мере роста числа факторов и их категорий растет и число отдельных ; ячеек в таблице. При этом в больших исследованиях довольно часто число ячеек превосходит число наблюдений, из-за чего во многих ячейках оказываются нулевые частоты. Иногда находятся теоретические причины того, что некоторые ячейки не могут быть заняты. В таких случаях рассматриваемый здесь анализ не годится и надо привлекать методы, основанные на квазинезависимости (см. гл. 9).

С ячейками, частоты в которых действительно равны 0, связаны две проблемы. Распределение [image: image269], лежащее в основе критериев X2 и [image: image270]Y2, оказывается несколько искаженным и, к сожалению, совершенно не понятно, что с этим делать. Более важно, однако, что в этом случае нельзя построить насыщенную модель. Причина ясна: оценки значений l суть линейные комбинации значений у, которые, в свою очередь, есть логарифмы частот ячеек. Но логарифм 0 равен [image: image271], что весьма усложняет жизнь! Гудмен [Goodman L.A., 1970] рекомендовал перед вычислением насыщенной модели добавлять ко всем частотам ячеек 
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Т а б л и ц а 6.1. Частоты ячеек для данных референдума
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П р и м е ч а н и е. Были исключены 75 респондентов, которые не ответили на все вопросы.

константу, равную 0,5, чтобы обойти эту трудность. И действительно, стоит добавлять 0,5 перед построением насыщенной модели независимо от того, есть ли ячейки с нулевыми частотами или нет, поскольку выяснилось, что при этом появляются некоторые полезные свойства. См. работы Гарта и Цвайфеля [Gart J.J., Zweifel J.R., 1967] и Плекета [Plackett R.L., 1974, гл. 1].

Пример 6.1
Следующие данные взяты из обследования, связанного с референдумом 1975 г., проведенным в связи с вступлением Великобритании в Общий рынок. Их любезно предоставил нам Д. Робертсон.

Рассматривалось 5 дихотомических переменных (каждая из которых относилась к респонденту): А - голосует за вступление в Общий рынок или нет; В - считает себя тори (консерватором) в феврале 1975 г. или нет; С - имеет образование, большее, чем начальная школа, или нет; О - член профсоюза (или один из членов семьи члена профсоюза) или нет; Е - представитель среднего класса или рабочего класса. Для каждой переменной сначала упоминалась категория 1, а затем категория 2. Так, что, например, <рабочий> - это категория Е2.
В обследовании участвовало 1636 респондентов, но не все ответили на все вопросы, именно поэтому 75 пришлось исключить из данных, сведенных в табл. 6.1.

Эти данные были введены в вычислительную машину и обработаны с помощью пакета статистических программ ЕСТА, который позволяет найти как сами оценки значений l, так и их стандартизованные величины. Окончательные результаты даны в табл. 6.2.

Входы табл. 6.2 нуждаются в разъяснении. Для каждого l использован его надстрочный индекс, относящийся к первой категории данного фактора. Например, <А - 8,8> означает, что [image: image272]= 8,8. Аналогично мы найдем, что [image: image273]. Ограничения, наложенные на значения l, позволяют нам заключить, что, например, [image: image274]

 INCLUDEPICTURE "Анализ%20таблиц%20сопряженности_%20Г_%20Аптон%20ГЛАВА%206_%20НАСЫЩЕННАЯ%20МОДЕЛЬ%20ДЛЯ%20МНОГОМЕРНЫХ%20ТАБЛИЦ.files/image531.gif" \* MERGEFORMAT \d [image: image275]и т. д.
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Т а б л и ц а 6.2. Стандартизированные значения оценок l для данных табл. 6.1
	Параметр
	Стандартное значение
	Параметр
	Стандартное значение
	Параметр
	Стандартное значение

	A

B

C

D

E

AB

AC

AD

AE

BC
	8,8
-9,9
3,7
-5,0
-9,4
6,8
3,2
-0,4
2,7
2,5
	BD

BE

CD

CE

DE

ABC

ABD

ABE

ACD

ACE
	-7,2
6,7
0,3
8,5
2,5
0,3
0,4
-1,0
0,2
1,5
	ADE

BCD

BCE

BDE

CDE

ABCD

ABCE

ABDE

ACDE

BCDE

ABCDE
	0,0
-2,4
0,4
-0,3
-0,0
2,6
-0,2
-0,6
-0,8
-0,0
1,8


 

Рассмотрение абсолютных значений стандартизованных величин наводит на мысль об относительной важности различных эффектов. Мы не можем знать, какие из них подверглись воздействию больших случайных отклонений, но, насколько мы можем судить, важные эффекты таковы:

В, Е, А, СЕ, ВD, АВ, ВЕ, D, С, АС, АЕ, АВСD, ВС, DЕ, ВСD. Это, следовательно, и есть те самые эффекты, которые мы для начала объединим в простую (ненасыщенную) модель, что, как мы надеемся, даст возможность разумно истолковать данные.

6.8. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ МОДЕЛИ

До сих пор наш анализ протекал, скорее, в рамках математической теории, чем применительно к практическим нуждам. Давайте теперь попробуем исследовать практические приложения результатов. Прежде всего, надо выяснить причины, по которым собирались наши данные. Часто при сборе данных рассматривается одновременно много факторов - чтобы повысить ценность исследования. Если это тот самый случай, то большинство факторов будут представлять лишь второстепенный интерес в контексте конкретного исследования. Мы же будем предполагать, что все факторы, включенные в многомерную классификацию, безусловно, подлежат анализу.

В анализе участвуют два типа переменных, которые мы назовем факторами и откликами. Различие между ними часто условно, но это всегда различие между причиной и результатом. Поскольку индивид принадлежит к некоторой категории определенного фактора, это делает для него более вероятным принадлежность к заданной категории отклика. Иногда различия очевидны. Если, например, респондент принадлежит к рабочему классу, то его голосование за лейбористов более вероятно. В иных случаях мы можем с меньшей уверенностью делить переменные на факторы и отклики. Что, например, сказать о переменных <голосует за консерваторов> и <ходил в начальную шко-
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лу>? Анализ многомерных таблиц, конечно, по-разному зависит от того, какие переменные будут факторами и сколько их будет (см. [Bhapkar V.P., 1968] и[Goodman L.A., 1971а, 1973а, 1973б]). Мы вернемся к этим различиям, когда приступим к построению альтернативных ненасыщенных моделей в следующей главе.

Пример 6.1 (продолжение)
Среди пяти переменных из табл. 6.1 переменная А, несомненно, единственный отклик, поскольку цель анализа как раз и заключается в том, чтобы определить, какие факторы побуждают респондента голосовать за или против вступления в Общий рынок.

Т а б л и ц а 6.3. Категории факторов для данных из табл. 6.1
	Фактор
	Частоты категории 1
	Частоты категории 2
	Преобладания строчные
	Преобладания оценочные

	B
E
D
C
	562

556

715

821
	999

1005

846

740
	1:1,78

1:1,81

1:1,18

1,11:1
	1:2,02

1:1,94

1:1,43

1.30:1


 

Четыре фактора - В, Е, D и С - перечислены согласно нашей модели в порядке уменьшения их важности. Статистический анализ дает наряду с нормированными и обычные значения параметров, которые равны:

[image: image276]
Мы можем преобразовать их в преобладания с помощью <потенцирования>, которое для натуральных логарифмов эквивалентно взятию экспоненты, так что, например, преобладание категории В2 над категорией B1 оценивается по модели как ехр (0,351): ехр (-0,351), что равно 2,02 : 1. В табл. 6.3 приведено полное множество оценок преобладаний для этих четырех факторов. Там же приведены и фактические

Т а б л и ц а 6.4. Частные таблицы для взаимодействий СЕ и ВD для данных табл. 6.1
	Наблюдаемые частоты

 

	 

 
	E1
 
	Е2
 
	 

 
	D1
 
	D2
 

	С,

С2
 
	409

147

 
	412

593

 
	B1
B2
	165

550

 
	397

449

 

	Ожидаемые частоты

 

	 

 
	E1
 
	Е2
 
	 

 
	D1
	D2
 

	С,

С2
	292

264

 
	529

476

 
	B1
B2
	257

458

 
	305

541
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Т а б л и ц а 6.5. Перестройка табл. 6.1 в две таблицы 2х16
	Комбинации категорий факторов

 

	В
C
D
E
	1

1

1

1
	2

1

1

1
	1

2

1

1
	2

2

1

1
	1

1

2

1
	2

1

2

1
	1

2

2

1
	2

2

2

1
	1

1

1

2
	2

1

1

2
	1

2

1

2
	2

2

1

2
	1

1

2

2
	2

1

2

2
	1

2

2

2
	2

2

2

2

	Категория

отклика
	51

8
	51

35
	11

6
	23

15
	142

37
	64

21
	37

11
	19

25
	31

8
	83

94
	34

16
	106

143
	62

23
	57

54
	61

24
	99

110


итоги по категориям из табл. 6.1, а также соответствующие преобладания <строк>. Отметим, что преобладания между категориями факторов В и Е, оцененные по модели, существенно отличаются от преобладаний по строкам, найденным из итогов по условным однофакторным категориям. Причина этих различий состоит в том, что строчные преобладания не учитывают других влияний, в частности, высокозначимых взаимодействий СЕ, ВD, АВ и ВЕ. А в параграфе 4.2 мы уже видели, что это может привести к ошибочным выводам. Здесь проявляется реальная ценность модели. Она дает нам возможность учесть совместно все основные воздействия и позволяет ориентироваться в их относительной важности. Тогда, например, отпадает необходимость в сведении таблицы 2х2х2х2х2 к множеству из 10 таблиц 2 Х 2 и анализе каждой из них в отдельности, причем без надежды извлечь все существенные характеристики данных. Теперь мы можем окинуть взглядом весь сценарий вместе с полной оценкой доверительных границ.

Модель показала, что наиболее важны взаимодействия между факторами С и Е и между В и D. Мы можем перестроить табл. 6.1 в подходящую таблицу с двумя входами с условными частотами. Она представлена в табл. 6.4 вместе с соответствующей таблицей ожидаемых частот и частот для случая независимости этих факторов.

Из табл. 6.4 видно, что в ячейках (1, 1) и (2, 2) для взаимодействия СЕ оказалось на 117 респондентов больше, а для ВD - на 92 меньше, чем если бы данные были независимы. Следовательно, связь между С и Е положительна, тогда как между В и D - отрицательна (сравните со знаками нормированных констант из табл. 6.2).

В следующей главе мы проведем более подробный анализ этих данных. Здесь же наша цель заключается лишь в том, чтобы наметить связь между значениями l и свойствами данных.

Приняв переменную А в качестве единственного отклика, мы сосредоточим на ней свое внимание и увидим, что взаимозависимости между самими факторами интересны лишь постольку поскольку. С пользой для себя мы можем непосредственно начать с того, что нас прежде всего интересует, представив для этого таблицу 2х2х2х2х2 в виде двух таблиц 2 Х 16, как показано в табл. 6.5. Анализ и при новом способе представления данных остается тем же самым.
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ГЛАВА 7. НЕНАСЫЩЕННЫЕ МОДЕЛИ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ТАБЛИЦ

7.1. СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ЗНАЧЕНИЯМИ К И УСЛОВНЫМИ СУММАМИ

Мы уже имели возможность упомянуть некоторые ненасыщенные модели в параграфах 5.6 и 5.7, когда анализировали таблицу 2х2. В табл. 5.6 были сведены результаты оценок частот ячеек по пяти различным моделям, и мы воспользовались этими результатами как путеводной нитью при получении некоторых полезных общих закономерностей.

Заметьте, что для модели равномерности (5.23), [image: image277], все четыре оцениваемых частоты ячеек должны равняться четверти общей наблюдаемой частоты с тем, чтобы их сумма, [image: image278]оказалась равной наблюдаемой общей частоте [image: image279]. Точно так же для модели зависимости только от A (5.21), [image: image280], частоты в i-й строке будут получаться делением пополам наблюдаемой строчной суммы. Следовательно, сумма оцениваемых частот ячеек в i-й строке [image: image281]оказывается равной сумме наблюдаемых частот ячеек, [image: image282]. Значит, для этой модели верно [image: image283]и [image: image284], а отсюда и [image: image285].

Таким образом, для модели, включающей [image: image286]а для модели, включающей [image: image287]. Такое соотношение между подходящими оценками и наблюдаемыми условными суммами, а также параметрами подбираемой модели не ограничивается данным простым частным случаем, а оказывается весьма общим [Birch M.W., 1963]. Пусть, например, А, В, С и В - четыре дихотомические переменные с [image: image288]в качестве частоты в некоторой ячейке. Пусть теперь в нашу модель (ненасыщенную) входит только взаимодействие трех факторов с [image: image289]. Если мы обозначим соответствующую оценку частоты [image: image290], то, как показал Берч,[image: image291] для всех i, j, k, (7.1)

поскольку входит в модель. Заметьте, что хотя уравнение (7.1) безусловно верно, отнюдь не обязательно справедливо, например, соотношение

[image: image292]для всех j, k, l,
поскольку параметр [image: image293]не включен в модель. Так, по табл. 5.6 можно было бы проследить, что для модели (5.21) итоги столбцов не совпадают при наблюдаемых и предсказанных частотах.

Есть, однако, важнейшее следствие, какое можно вывести из это-го общего соотношения с помощью нашего частного примера (7.1). Да-
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вайте просуммируем левую и правую части выражения (7.1) по всем категориям переменной А. Тогда мы получим следующий результат:

[image: image294]
т.е. 

[image: image295]для всех j, k(7.2)

Из общего результата Берча мы знаем, что между наблюдаемыми и ожидаемыми частотами существует равенство, когда соответствующая l включена в модель. Следовательно, включив [image: image296]в модель, мы одновременно получаем и эффект включения [image: image297]. Аналогично суммируя обе стороны уравнения (7.1) по категориям других факторов, мы еще увидим, что получаются эквивалентные соотношения для подбора [image: image298]
Этот результат показывает, что если мы хотим включить в модель lАВС, то должны также включить (хотя, может быть, и нечаянно) все те l, надстрочные индексы которых образуют подмножество из букв А, В и С. И мы не можем просто найти модель

[image: image299]
без обязательной оценки всех остальных шести значений l. Аналогичная ситуация имеет место и в регрессионном, и в дисперсионном анализах.

7.2. ПРИМЕРЫ ИЕРАРХИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

Следствием включения в модель взаимодействия высокого порядка будет, как мы уже видели, появление целого семейства других эффектов и взаимодействий. Мы можем объяснить причину этого простой последовательностью утверждений, что [image: image300]влечет [image: image301]в то время как [image: image302]влечет [image: image303]и т. д. Таким образом, мы строим иерархию причин и, следовательно, моделей, называемых иерархическими.
Прежде чем продолжать обсуждение, давайте упростим обозначения. Будем впредь писать АВС вместо[image: image304]. Покажем теперь, как будет выглядеть включение в модель различных l для пятифакторной ситуации, где переменные обозначены буквами от А до Е. Тогда

[image: image305]
Точно так же мы можем записать теперь совсем просто, к чему приводит одновременное включение в модель более чем одного l. Так,

[image: image306]
Благодаря тому что некоторые l автоматически определяются другими, вытекает возможность найти сложную модель простым указанием
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Таблица 7.1. Таблица соответствий девятнадцати возможных моделей для трех факторов
	Определяющее множество
	Параметры модели
	 

	
	ч
	A
	B
	C
	AB
	AC
	BC
	ABC
	 

	 
	ABCЛВС
АВ/АС/ВС
АВ/АС
ВС/АВ
АС/ВС
А1ВС
В/АС
С/АВ
ВС
АС
АВ
А/В/С
А/В
А/С
В/С
А
В
С
ч
	х

x

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х
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подходящего подмножества. Например, если мы хотим получить модель, включающую параметры ч, А, В, С, D, Е, АЕ, ВС, СD, СЕ, DЕ и СDЕ, то нет никакой нужды все их выписывать, а достаточно только сказать, что нас интересует модель с включением АЕ, ВС и СDE. Выходит, что большинство моделей можно определить довольно экономным способом.

Полезная система для определения того, какие параметры входят в ту или иную конкретную модель, имеет вид таблицы соответствий, вроде той, что представлена на табл. 7.1, где перечислены все возможные модели для трехфакторной классификации.

7.3. ПРОВЕРКА ЗНАЧИМОСТИ ОТДЕЛЬНЫХ l

Чтобы построить какую-нибудь модель по множеству данных с помощью одного из пакетов машинных программ, достаточно описать определяющее множество параметров и затем, как обычно, нажать соответствующую кнопку. При этом автоматически вычисляется не только модель, но и значения статистик для проверки ее качества X2 и Y2. Значения Y2 для различных моделей лежат в основе критерия значимости отдельных l методом, который уже был описан в параграфе 5.7.

Теперь, воспользовавшись табл. 7.1, мы дадим пример для данных 2х2х2. Допустим, из подобранной по данным насыщенной модели следует, что необходимо учитывать взаимодействия АВ и АС и главные эффекты (A, В, С). Причем частоты всех ячеек увеличены на 0,5
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Т а б л и ц а 7.2.Сравнение моделей для таблицы 2X2X2
	Модель

 
	Определяю-щее мно-

 
	Включенные параметры

 
	Число

 
	Y2

	 

 
	жестро

 
	 

 
	 

 
	 

	1

2

 
	АВ/АС
АВ/С
 
	ч, А, В, С, АВ, АС
ч, Л, В, С, АВ
 
	2

3

 
	Y21
Y22

	Различие
	
	АС, все остальные эффекты

совпадают
	1
	[image: image307]


(см. параграф 6.6). Следовательно, нам нужна модель, определяемая соотношением АВ/АС с соответствующим значением Y2, скажем Y12, имеющим 2 степени свободы (именно две, поскольку по сравнению с насыщенной моделью здесь не хватает двух параметров).

Давайте попробуем отыскать наипростейшую модель, в которую не входит взаимодействие АС. Такую модель определяет АВ/С: в ней встречаются все параметры, входящие в модель АВ/АС, за исключением АС. Новое значение Y2, равное Y22, имеет три степени свободы, поскольку теперь в модель входит на три параметра меньше, чем в насыщенную.

Различие между моделями заключается в отсутствии AC во второй из них. В результате значение Y22 получает на одну степень свободы больше, чем было у Y22. Эта ситуация обобщена в табл. 7.2. Здравый смысл подсказывает нам, что если все изменения обусловлены взаимодействием АС, то важность этого взаимодействия должна вытекать и из анализа разности ([image: image308]), имеющей распределение c2 с одной степенью свободы, поскольку (3-2) =1. Если эта разность оказывается достаточно большой, т. е. превышает верхнюю 5%-ную точку распределения c2, то мы приходим к выводу, что исключение этого параметра из модели делает различие недопустимо большим.

И в более сложных случаях, т. е. когда число переменных более трех, удается подобрать такие пары моделей, которые различаются только одним единственным параметром. Таких пар может быть несколько и разности в значениях Y2 для них не обязательно совпадают. Поэтому мы должны выяснить, что наш критерий - это критерий значимости отдельного параметра при заданном наборе всех прочих переменных, входящих в модель. Так, в табл. 7.2 мы проверяли важность АС при заданных значениях ч, А, В, С и АВ. Позднее (в параграфе 8.1) мы познакомимся с работой Брауна [Brown M,B., 1976], который выяснил этот момент.

Необходимо сделать еще одну оговорку, связанную с тем, что наш метод анализа использует c2-распределение, которое в данном случае не более чем хорошее приближение. Это означает, что когда число наблюдений достаточно велико, распределение нашей статистики- приблизительно c2. Применение этого распределения в качестве приближения для X2 исследовалось множеством специалистов, которые показали, что оно работает весьма хорошо даже для малых частот в ячейках (см., например, [Yarnold J.K., 1970]). Вильямc [Williams
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В. А., 1976] исследовал распределение Y2 для логлинейных моделей, которые мы как раз описываем, и предложил поправочный множитель, улучшающий точность приближения c2. Правда, необходимость дополнительных вычислений сильно снижает его практическую ценность, тем более что мы получаем не некий закон, а просто правила уточнения этих соотношений.

7.4. АНАЛИЗ ПЯТИФАКТОРНОЙ ТАБЛИЦЫ

Мы уже отмечали, что в таблицах сопряженности бывают переменные двух типов -факторы и отклики. Если все переменные рассматриваются как факторы, то анализ сосредоточивается на выявлении взаимоотношений между ними. Фактически это ситуация поиска корреляций, а не регрессии. Для демонстрации метода анализа, подходящего для такой ситуации, мы воспользуемся данными из табл. 6.1, рассматривая А не как отклик, а как фактор. В параграфе 7.7 мы снова вернемся к анализу этих данных, но А уже будем рассматривать снова как отклик.

Первая стадия нашего анализа заключалась в построении насы-щенной модели по данным и нормировании значений l, приведенных в табл. 6.2. Следующий этап анализа - построение ненасыщенной модели. Начиная перебор с четырехфакторных взаимодействий (поскольку в силу иерархической природы модели, если любое из них войдет в модель, то с необходимостью появятся и все более простые эффекты), мы видим, что все они, кроме АВСD, имеют значения, близкие к нулю. Однако нормированное значение АВСD равно 2,6, что довольно много (напомним, что обычные границы приближенно равны -2, +2). Поэтому мы приходим к заключению о целесообразности включения в модель этого взаимодействия, и в результате этого автоматический модель попадают также AВС, АВD, АСD, ВСD, АВ, АС, АО, ВС, ВD, СD, А, В, С, D и ч. Среди пока еще не включенных остались только эффекты, связанные с Е. Среди трехфакторных взаимодействий с участием Е нет ни одного, превосходящего по величине 2, поэтому нет резона включать их в модель. Но все четыре взаимодействия пар факторов (АЕ, ВЕ, СЕ и DЕ) представляются важными, равно как и сам Е.
Получившаяся в итоге модель с 21 параметром показана в табл. 7.3 под номером 1. Пользуясь пакетом программ, таким, как ЕСТА, мы легко устанавливаем определяющее множество параметров, которое есть АВСD/АЕ1ВЕ/СЕ/DЕ, и машина выдает ответ. Величина Y2 = = 9,87 - обычное значение для c2-распределения с 11 степенями свободы. Это и есть та самая первая модель, которую мы нашли для адекватного объяснения данных.

На этой стадии исследования важно помнить, что смысл нашего перебора возможных ненасыщенных моделей состоит в том, чтобы отыскать сравнительно простой способ объяснения наблюдаемых частот ячеек, который мог бы способствовать лучшему пониманию. Модель 1 имеет 11 степеней свободы, значит, в ней на 11 параметров меньше, чем в насыщенной модели. Действительно, это АВСDЕ, ВСDЕ,
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АСDЕ, АВDE, АВСЕ, СDЕ, ВDЕ, ВСЕ, АDЕ, АСЕ и АВE. Благодаря их отсутствию модель удалось упростить, но в ней еще остается 21 параметр, и поэтому нам бы хотелось, если возможно, получить еще более экономную модель, малое число параметров которой допускало бы более или менее простую интерпретацию.

Первый кандидат на исключение - это четырехфакторное взаимодействие АВСD, поскольку его присутствие в модели влечет за собой, как мы уже видели, четырнадцать других значений l, требующих включения. Модель 2, несмотря на кажущуюся дополнительную сложность ее определяющего множества, фактически содержит все параметры модели 1, кроме АВСD и ни одного лишнего параметра. Поэтому если модель соответствует данным, то итоговое значение Y2 = 14,26 должно рассматриваться как наблюдение из распределения c2 с 12 сте-пенями свободы. Это наблюдаемое значение безусловно принадлежит к типичным, и мы можем принять, что модель 2 - другой возможный способ объяснения данных. Отличие от модели 1 заключается в отсутствии АВСD, и, значит, с АВСD связана дополнительная степень свободы. Величина Y2 при этом увеличилась от 9,87 до 14,26, т. е. увеличилась на 4,39. Так как 5%-ная критическая точка распределения c2 для одной степени свободы равна 3,84, т. е. меньше чем 4,39, то мы, следовательно, должны заключить, что наблюдается невероятное значение и, вообще говоря, отвергнуть гипотезу <АВСD = 0> в пользу альтернативы о том, что это взаимодействие значимо.

Поскольку получается, что нам следует и дальше включать в модель АВСD, перейдем к проверке моделей, в которых отсутствуют другие кандидаты на исключение, такие, как АЕ, ВЕ, СЕ и DЕ. Они представ-лены моделями 3-6. В каждом из этих случаев есть явные указания на то, что все эти параметры необходимы в модели, ибо ни одна из них не обеспечивает хорошего соответствия данным. Поэтому создается впечатление, что нет ни одного параметра модели 1, который можно было бы выбросить без существенного ухудшения ее качества.

Мы, однако, еще посмотрим, нет ли каких-нибудь других параметров, которые можно было бы добавить в модель, чтобы существенно улучшить ее качество. Здесь первый кандидат - это трехфакторные взаимодействия с участием Е, которые отсутствовали в модели 1. Модели с 7 по 12 показывают результаты включения каждого из них. Значимое улучшение не получилось ни разу. Даже самое лучшее из них, взаимодействие АСЕ, привело к снижению значения Y2 всего только на 2,73, что заметно меньше, чем верхняя 5%-ная точка распределения c2 для одной степени свободы, равная 3,84.

Итак, мы снова возвращаемся к модели 1, которая прекрасно описывает данные, которую не удается улучшить добавлением какого-нибудь отдельного параметра и которая значимо ухудшается при отбрасывании любого из входящих в нее параметров. Кажется, что мы испили чашу до дна! Однако давайте еще раз пересмотрим наше решение насчет параметра АВСD. Мы интерпретировали результаты проверки в том смысле, что истинное значение АВСD отлично от 0, ибо альтернативная возможность наблюдать столь большое значение может встретиться приблизительно лишь однажды на 25 случаев. А что, если один
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Т а б л и ц а 7.3. Возможные ненасыщенные модели для данных табл. 6.1
	№ модели
	Определяющее множество
	Число ст.св.
	Y2
	Проверяемый параметр
	Результат проверки

	1
	ABCD/AE/BE/CE/DE
	11
	9,87
	Модель
	Модель правильна

	2
3
4
5
6
	ABC/ABD/ACD/BCD/AE/BE/CE/DE

ABCD/BE/CE/DE

ABCD/AE/CE/DE

ABCD/AE/BE/DE

ABCD/AE/BE/CE
	12
12
12
12
12
	14,26
23,46
65,16
125,35
20,35
	ABCD

AE

BE

CE

DE
	Значим на уровне 0,1%
Значим на уровне 0,1%
Значим на уровне 0,1%
Значим на уровне 0,1%
Значим на уровне 0,1%

	7
8
9
10
11
12
	ABCD/ABE/CE/DE

ABCD/ACE/BE/DE

ABCD/ADE/BE/CE

ABCD/AE/BCE/DE

ABCD/AE/CE/BDE

ABCD/AE/BE/CDE
	10
10
10
10
10
10
	9,05
7,14
9,76
9,45
9,85
9,83
	ABE

ACE

ADE

BCE

BDE

CDE
	Не значим
Не значим
Не значим
Не значим
Не значим
Не значим

	2
	ABC/ABD/ACD/BCD/AE/BE/CE/DE
	12
	14,26
	Модель
	Модель правильна

	13
14
15
16
17
18
	ABC/ABD/BCD/AE/BE/CE/DE

AC/ABD/BCD/AE/BE/CE/DE

AC/AB/AD/BCD/AE/BE/CE/DE

AC/AB/BCD/AE/BE/CE/DE

AC/AB/BC/BD/CD/AE/BE/CE/DE

AC/AB/BC/BD/AE/BE/CE/DE
	13
14
15
16
17
18
	14,39
14,41
16,07
17,24
20,97
22,32
	ACD

ABC

ABD

AD

BCD

CD
	Не значим
Не значим
Не значим
Не значим
Не значим
Не значим

	18
	AB/AC/AE/BC/BD/BE/CE/DE
	18
	22,32
	Модель
	Модель правильна

	19
20
21
22
23
24
25
26
	AC/AE/BC/BD/BE/CE/DE

AB/AE/BC/BD/BE/CE/DE

AB/AC/BC/BD/BE/CE/DE

AB/AC/AE/BD/BE/CE/DE

AB/AC/AE/BC/BE/CE/DE

AB/AC/AE/BC/BD/CE/DE

AB/AC/AE/BC/BD/BE/DE

AB/AC/AE/BC/BD/BE/CE
	19
19
19
19
19
19
19
19
	92,90
28,58
36,74
32,61
79,04
96,77
137,08
32,82
	AB

AC

AE

BC

BD

BE

CE

DE
	Значим на уровне 0,1%
Значим на уровне 2,5%
Значим на уровне 0,1%
Значим на уровне 0,5%
Значим на уровне 0,1%
Значим на уровне 0,1%
Значим на уровне 0,1%
Значим на уровне 0,5%

	17
18
19
10
31
	ABC/AE/BD/BE/CE/DE

ABE/AC/BC/BD/CE/DE

ACE/AB/BC/BD/BE/DE

BDE/AB/AC/AE/BD/DE

BDE/AB/AC/AE/BC/CE
	17
17
17
17
17
	22,31
21,28
19,65
21,69
22,05
	ABC

ABE

ACE

BCE

BDE
	Не значим
Не значим
Не значим
Не значим
Не значим
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Т а б л и ц а 7.4.Сравнение моделей 1 и 18
	Модель

 
	Оцениваемые параметры

 
	Число ст.св.

 
	У>

 

	18

1

 

 
	и, А, В, С, D, Е, АВ, АС, АЕ, ВС, ВD, ВЕ, СЕ и DЕ
Те же, что и в модели 18, плюс АВСО, АВС,
АВD, АСD, ВСD, АD, СD
 
	18

 

11

 
	22,32

 

9,87

 

	Разница
	АВСD, АВС, АВD, АСD, ВСD, АD, СDпри за-

данных значениях всех параметров модели 18
	7
	12,45


из этих 25 случаев как раз и произошел? В этом нет уверенности, но это можно предположить. Если бы действительно имело место взаимодействие четырех факторов с участием А, В, С и D, то было бы естественно ожидать, что проявятся и трехфакторные взаимодействия АСD, AВС, АВD и ВСD. Но обращаясь к табл. 6.2, мы видим, что значимо только взаимодействие ВСD, а остальные три - нет. Поэтому заманчиво попытаться в надежде на существование более простого объяснения данных отделить эти параметры от модели и посмотреть, что получится.

Модель 13 содержит все те параметры, что и модель 2, кроме АСD, а возрастание Y2 весьма мало. Модели с 14 по 18 не содержат остальных параметров, причем во всех случаях с незначимым приростом значений Y2. К тому же модель 18 содержит всего 14 параметров, но тем не менее отлично соответствует данным. В табл. 7.4 мы сравниваем качество моделей 1 и 18. Конечно, 7 дополнительных параметров, входящих в модель 1, улучшают ее соответствие данным и уменьшают значение Y2 на 12,45. Однако обращение к таблицам процентных точек распределения c2 для 7 степеней свободы показывает, что значения, рав-ные или большие чем 12,45, могут встретиться примерно в 10% случаев.

Модели с 19 по 26 - это попытки еще большего упрощения модели 18, но все остальные параметры явно весьма важны. Самый слабый из них, видимо, АС, но соответствующая ему модель

 

 

Т а б л и ц а 7.5.Оценки параметров моделей 1 и 18
	Эффект

 
	Модель 1

 
	Модель 18

 

	Общее сред

нее

А
В
С
D
Е
АВ
АС
АD
АЕ
ВС
ВD
ВЕ
СD
СЕ
DЕ
АВС
АВD
АСD
ВСD
АВСD
	 

3,558

0,331

-0,361

0,145

-0,189

-0,338

0,255

0,093

-0,017

0,114

0,082

-0,255

0,228

-0,012

0,313

-0,097

0,012

0,039

0,024

-0,083

0,068
	 

3,567

0,319

-0,357

0,169

-0,190

-0,338

0,249

0,070

0

0,117

0,096

-0,246

0,229

0

0,311

-0,093

0

0

0

0

0
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Т а б л и ц а 7.6. Наблюдаемые частоты и их оценки по различным моделям
	Ячейка
	Наблюдение
	Модель 1
	Модель 18
	Модель 38
	Двух стадий-ная модель

	11111

21111

12111

22111

11211

21211

12211

22211

11121

21121

12121

22121

11221

21221

12221

22221

11112

21112

12112

22112

11212

21212

12212

22212

11122

21122

12122

22122

11222

21222

12222

22222
	51

8

51

35

11

6

23

15

142

37

64

21

37

11

19

25

31

8

83

94

34

16

106

143

62

23

57

54

61

24

99

110
	49,9

7,9

51,5

36,5

13,8

4,8

19,5

16,0

142,0

35,5

58,0

27,6

38,8

10,2

24,6

19,3

32,1

8,1

82,5

92,5

31,5

17,2

109,5

142,0

62,0

24,5

63,0

47,4

59,2

24,8

93,4

115,7
	48,6

11,0

52,5

31,4

13,6

4,0

21,1

16,8

142,7

31,5

56,5

33,8

39,2

11,5

22,8

18,1

31,6

11,1

83,6

79,8

30,1

14,1

116,8

148,0

62,6

22,0

62,0

59,3

59,7

27,9

86,7

109,8
	48,3

10,7

53,8

32,2

13,2

3,8

21,2

16,8

146,7

32,3

53,2

31,8

37,1

10,9

24,5

19,5

28,8

10,2

90,5

86,5

34,1

15,9

109,8

139,2

62,9

22,1

56,8

54,2

57,9

27,1

92,2

116,8
	49,8

11,0

52,7

31,5

13,2

3,9

21,2

16,8

143,1

31,6

55,9

33,5

39,1

11,4

23,1

18,4

33,3

11,7

87,5

83,5

28,7

13,4

113,3

143,6

60,3

21,2

58,5

55,9

61,6

28,8

89,8

113,9

	Число ст.св.

Значение Y2
	11

9,87
	18

22,32
	12

16,48
	16

20,57


20 приводит к довольно-таки большому ухудшению согласия с данными. А в моделях с 27 по 31 выясняется, нельзя ли существенно улучшить модель 18, добавляя еще один какой-нибудь параметр. Увы, найти такой пример не удалось.

Среди рассмотренных моделей (их 31) 19 вполне разумно объясняют данные, а среди 19 - в особенности 2, а именно модели 1 и 18. Какую из этих моделей стоит предпочесть, зависит прежде всего от того, зачем вообще нужна модель, а также от любых априорных соображений, которые могут относиться к взаимосвязям между факторами. Чтобы способствовать появлению идей, определяющих выбор среди различных моделей, мы приводим в табл. 7.5 оценки значений параметров для моделей 1 и 18, а в табл. 7.6 - соответствующие оценки частот.
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Из табл. 7.5 видно, что различие между параметрами этих двух моделей довольно мало. Это утешительно, поскольку отсюда следует, что можно не придавать особого значения тому, какая именно из множества более или менее эквивалентных моделей окажется выбранной. Обратите внимание на то, что в таблице приводятся ненормированные значения. Если же надо получить нормированные, то (в данном случае) придется каждую оценку поделить на 0,036.

В табл. 7.6 приводятся наблюдаемые значения для всех 32 ячеек и соответствующие им оценки частот для двух моделей, да еще для двухстадийной модели из параграфа 7.9. Можно заметить, что для всех моделей главными комбинациями, обусловливающими потерю согласованности, оказываются 2 ячейки: (2,2,2,2,1)-где модели недооценивают частоты, и (2, 2, 1, 2, 1), где они их переоценивают. Оценки частот подсчитываются непосредственно по оценкам параметров из табл. 7.5. Ниже мы продемонстрируем метод счета, хотя на практике эти значения вычисляются автоматически на ЭВМ.

Модель 18 утверждает, что логарифм вероятности ячейки (i, j, k) дается выражением

[image: image309]
с оценками параметров, приведенными в табл. 7.5. Знаки оценок определяются по индексам. Для каждой двойки в индексе надо умножать оценку на -1. Например, [image: image310]= 0,093, в то время как [image: image311]= 0,249. Отсюда оценка логарифма частоты, скажем в ячейке (2, 2, 1, 2, 1), равна:

3,567 + (-0,319) + 0,357 - (-0,169) + 0,190 - 0,338 + 0,249 - 0,070 - 0,117 - 0,096 + (-0,246) - 0,229 + 0,311 - (-0,093) = 3,521

и, следовательно, оценка частоты в этой ячейке равна: е3,521 = 33,8, что и указано в табл. 7.6.

Мы отложим дальнейшее обсуждение данных референдума до параграфа 7.6, где проведем весь анализ заново, рассматривая переменную Aкак единственный отклик. Но прежде оглянемся, что же мы уже уяснили?

7.5. ОБСУЖДЕНИЕ МЕТОДОВ, ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ПРИ <ОХОТЕ> ЗА ПОДХОДЯЩЕЙ МОДЕЛЬЮ

Видимо, прежде всего следует заметить, что обсуждение в предыдущем параграфе стало бы гораздо более длинным, если бы автор не воспользовался результатами машинного счета с помощью пакета машинных программ ЕСТА.

Из табл. 7.3 прекрасно видно, что при охоте за простой моделью использовались два основных метода. Эти методы, хорошо известные тем, кто сталкивался с задачами регрессионного анализа (смотри, например, Дрейпера и Смита [Draper N.R., Smith H., 1966], есть не что
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иное, как метод включения, в котором на каждом очередном шаге в модель вводится наиболее важный из l, и метод исключения, в котором на каждом шаге из модели исключается наименее важный l. При обсуждении регрессионной ситуации Хокинг [Hocking R.R., 1976] заметил, что один из этих методов или какая-нибудь их подходящая комбинация обязательно приведут к единственной наилучшей модели, если, конечно, такая модель и в самом деле существует. Мы получили <в обход правил> лишь относительно простую модель 18, хотя и вполне разумную.

Гудмен [Goodman L.A., 1971а, р. 41] так резюмировал положение вещей: <Введение в модель дополнительного параметра может привести к ее улучшению. Следовательно, в каждом конкретном случае исследователь должен взвесить преимущества такого улучшения подгонки в сравнении с неудобствами появления в модели еще одного параметра. Разные исследователи будут сравнивать эти <за> и <против> различно>.

7.6. ПОДХОД К СИТУАЦИИ С ФАКТОРАМИ И ОТКЛИКАМИ

Когда одна или несколько переменных играют роль, скорее, откликов, чем факторов, наш интерес сосредоточивается на выяснении того, как меняются наши отклики под воздействием факторов. Сами эффекты факторов и их взаимодействия перестают быть предметами первостепенного интереса. Теория таких смешанных ситуаций зависит от того, сколько откликов фигурирует в задаче (см. [Bhapkar V.P., Koch G.G., 1968]). Гудмен [Goodman L.A., 1971а] показал, как наш предыдущий метод анализа можно приспособить для работы в новой ситуации. Положение о том, что различия в частотах ячеек обусловлено эффектами факторов и их взаимодействиями, следует рассматривать как реальный факт. Цель анализа теперь заключается в том, чтобы отыскать новые изменения, обусловленные откликом и его взаимодействиями с различными факторами. Следовательно, мы рассматриваем только такие модели, в которые входят все взаимодействия факторов. Если, например, А и В - факторы, а С и D - отклики, то всякая модель, какую бы мы ни захотели рассматривать, должна содержать параметры АВ, А и В, на предмет выяснения их возможной значимости.

В результате такого ограничения наши методы отбора становятся такими же, как и для многофакторной ситуации.

7.7. ПРИМЕР СМЕШАННОЙ СИТУАЦИИ ФАКТОР/ОТКЛИК

Для иллюстрации приспособления методологии к смешанной си-туации фактор/отклик мы снова проанализируем данные из табл. 6.1, полагая, что переменная А есть отклик (голосует респондент за вступление в Общий рынок или нет). Все остальные переменные должны быть факторами, так что при построении модели ВСDЕ будет выступать как член определяющего множества параметров.

Из табл.6.2 мы видим, что есть 5 подходящих эффектов, включающих А, а именно А (8,8), АВ (-6,8), АС (3,2), АЕ (2,7) и АВСD
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Таблица 7.7. Ненасыщенные модели для смешанного фактор/отклик анализа данных из табл. 6.1

	№ модел
	Определяющее множество
	Число ст.св.
	V
	Проверяемый па

раметр
	Результат проверки

 

	32

 
	ВСОЕ/АВСО/АЕ
 

 
	7

 

 
	9,26

 

 
	модель

 

 
	модель

правильна

 

	 

 
	
	
	
	
	

	33

 

34

 

 
	ВСОЕ/АВС/АВО/АСО/АЕ
 

ВСОЕ/АВСО
 

 
	8

 

8

 

 
	13,48

 

22,74

 

 
	АВСО
 

АЕ
 

 
	значимо на уровне

5%

значимо на уровне

0,1%

 

	35

36

37

38

 
	ВСОЕ/АВС/ЛВО/АЕ
ВСОЕ/АВО/АС/АЕ
ВСОЕ/АВ/АО/АС/АЕ
ВСОЕ/АВ/АС/АЕ
 
	9

10

11

12

 
	13,61

13,64

15,31

16,48

 
	АСО
ЛВС
А ВО
АО
 
	незначимо

незначимо

незначимо

незначимо

 

	38
	ВСОЕ/АВ/АС/АЕ
	12
	16,48
	модель
	модель

правильна

	39

 

40

 

41
	ВСОЕ/АВ/ЛЕ
 

ВСОЕ/АВ/АС
 

ВСОЕ/АС/АЕ
	13

 

13

 

13
	22,80

 

30,96

 

87,12
	АС
 

АЕ
 

АВ
	значимо на уровне

2,5%

значимо на уровне

0,1%

значимо на уровне

0,1%

	42

43

44
	ВСОЕ/АВС/АО
ВСОЕ/АВЕ/АС
ВСОЕ/АСЕ/АВ
	11

11

11
	16,45

15,34

14,25
	AВС
АВЕ
АСЕ
	незначимо

незначимо

незначимо


(2,6). Следовательно, мы начинаем поиск с модели, задаваемой соот-ношением ВСОЕ/АВСD/АЕ (модель 32 в табл. 7.7), в которое входят все взаимодействия, факторов и все большие взаимодействия, вклю-чающие отклик. Результаты приведены в табл. 7.7, из которой видно, что модель прекрасно согласуется с данными.

В силу иерархических ограничений на параметры есть только два отдельных параметра, которые можно было бы исключить из модели - это АВСD и АЕ, которые проверяются в моделях 33 и 34. Сравнение моделей 32 и 34 показывает, что отбрасывание АЕ приводит к росту величины Y2 на 13,48, что вынуждает нас признать необходимость возвращения этого параметра в модель. Однако, хотя возрастание Y2 на 4,22, обусловленное отбрасыванием АВСD, и превышает 3,84, что соответствует 5%-ной критической точке c2-распределения при одной степени свободы, мы все же попробуем его отбросить по тем же при-чинам, что и в параграфе 7.4.

Теперь мы последовательно исключаем новые факторы, пытаясь еще упростить модель 38, которая вполне удовлетворительно объяс-
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няет способы воздействия факторов В, С, D и Е на отклик А, хотя в ней на целых 5 параметров меньше, чем в модели 32. Модели 39-41 обнаруживают, что нет никаких новых параметров, которые можно было бы выкинуть; вместе с тем из моделей 42-44 видно, что и вве-дение каких угодно новых параметров не приводит к значимому улучшению модели.

Таким образом, результаты говорят нам, что были 3 основные непосредственные причины, определяющие, будет ли индивид голосовать на референдуме в пользу вступления в Общий рынок или нет, Они таковы (в порядке уменьшения важности):

(АВ) - голос за вступление гораздо более вероятен, если респондент в феврале голосовал за тори;

(АЕ) - голос за вступление более вероятен, если респондент при-надлежит к среднему классу;

(АС) - голос за вступление несколько более вероятен, если респондент окончил больше, чем начальную школу.

Мы можем различными способами характеризовать эти утверждения количественно. Модель дает следующие оценки:

[image: image312]
Соответствующие оценки преобладаний можно записать в виде 

[image: image313]к 1

и мы можем сказать, что шансы голосования <за> так относятся к шансам голосования <против>, как

1,65 к 1, если респондент голосовал за тори;

1,26 к 1, если респондент принадлежит к среднему классу;

1,15 к 1, если респондент учился не только в начальной школе. 

Кроме того, мы имеем [image: image314]= 0,319, откуда следует, что в целом голоса <за> преобладают, что преобладание для случайно выбранного респондента оценивается как

ехр (2 Х 0,319) к 1,

т. е. 1,89 к 1 в пользу вступления.

Если мы располагаем информацией относительно факторов В, С, Dи Е, то меняются наши преобладания. Если, например, известно, что респондент окончил лишь начальную школу, принадлежит к рабочему классу и голосовал за тори, то оценка преобладания в его голосовании <за> на референдуме равна:

[image: image315]к 1.

Это вполне сравнимо с наблюдаемым значением (объединенным по D), равным (61 + 34) к (24 + 16), что дает 2,38 к 1.

Значит, наша модель обладает способностью краткого описания индивидуальных предпочтений при голосовании за вступление в Общий рынок, основанной на знании различных характеристик индивидов. Ожидаемые частоты для этой модели приведены в 4-м столбце
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табл. 7.6. Заметьте, что оценки параметров, которые мы могли бы подсчитать, тождественны тем, что приведены в табл. 7.5 для модели 18. Это происходит потому, что в обоих моделях фигурируют одни и те же взаимодействия с участием А.
7.8. МНОГОСТАДИЙНЫЕ МОДЕЛИ ФАКТОР/ОТКЛИК

Когда данные собираются сразу во многих точках периодически, некоторые переменные могут быть одновременно и факторами и откликами. Их надо рассматривать как отклики по отношению к ранее собранным переменным-факторам и как факторы относительно пришед-ших им на смену. Например, в данных референдума результаты голосования 1975 г. должны рассматриваться и как отклик относительно таких факторов, как принадлежность к классу, образование и членство в профсоюзе, и вместе с тем, как фактор, определяющий решение голосовать за вступление в Общий рынок. Модели такого типа обсуждаются у Гудмена [Goodman L.A., 1973а, 19736]. Эта теория алгебраически громоздкая, хоть и не очень сложная, но мы ее опустим, воспользовавшись лишь общим результатом применительно к трехстадийной ситуации.

Пусть мы имеем три множества переменных: {Р), {Q} и {R} (каждое из которых может состоять из одной или нескольких переменных), причем первое из этих множеств {Р} включает факторы, воздействующие на второе множество переменных {Q}, а оба они влияют на третье множество {R}, так что множество {Q} рассматривается сначала как множество откликов, а затем как множество факторов.

Обозначим М (2|1) такую модель, которая наилучшим образом описывает <двухвходовую> таблицу для Р и Q данных (объединенных по R, поскольку его еще и нет вовсе!). Эта модель должна включать многофакторное взаимодействие всех факторов, входящих в множество Р, ибо все они суть факторы. Обозначим ожидаемую частоту в ячейке (i, j) для модели М (2|1) через [image: image316](2|1), а соответствующую ей наблюдаемую частоту - через [image: image317]. Обозначим М (3|1, 2) такую модель, которая наилучшим образом описывает <двухвходовую> таблицу для (Р + Q) и R данных, которая включает многофакторное взаимодействие всех Р и Q переменных, поскольку они факторы с точки зрения переменных R. Обозначим соответствующие ожидаемые частоты через [image: image318](3|1, 2).

Все эти модели, включая и окончательно отобранные М (2|1) и М (3|1, 2), были моделями обычного логлинейного типа. Теперь мы рассмотрим более сложную модель М, которая утверждает, что "М (2|1) и М (3)1,2) должны быть верны одновременно". А это иной тип модели, требующий рассуждений с помощью условных вероятностей, но, к счастью, самая трудная для нас часть работы уже проделана. Представляют интерес три вещи: проверка качества модели, оценки ее параметров и оценки частот ячеек. Первые две получить просто, а последняя требует довольно громоздкого счета.

Число степеней свободы для М равно сумме чисел степеней свободы для М (2|1) и М (3|1, 2), а величина Y2 соответственно равна сумме отдельных значений Y2.
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Оценки параметров тоже получаются из отдельных моделей. Так, взаимодействия с участием переменных из Q и Р с переменными Q оцениваются по М (2|1), в то время как взаимодействия с участием переменных R оцениваются по М (3|1, 2). Оценки частот ячеек учитывают условную природу модели, так что для ячейки (i, jk) мы имеем

[image: image319]
7.9. ПРИМЕР МНОГОСТАДИЙНОЙ МОДЕЛИ

Обратимся снова к данным референдума. Так мы имеем следующие множества переменных:

Р - С, d, Е (социальный статус),

Q - В (голосование за тори в феврале 1975 г.),

R - А (голосование на референдуме). Начнем с рассмотрения сжатой таблицы частот ячеек, представленной в табл. 7.8.

Т а б л и ц а 7.8. Данные референдума, объединенные по переменной A
	Ячейка
	Частота Ячейка

 
	Частота
	Ячейка
	Частота
	Ячейка
	Частота

	1111

2111

1211

2211
	59

86

17

38
	1121

2121

1221

2221
	179

85

48

44
	1112

2112

1212

2212
	39

177

50

249
	1122

2122

1222

2222
	85

111

85

209

	
	
	
	
	
	
	
	


Мы должны рассматривать только те модели, в которые входит трехфакторное взаимодействие СDЕ. Наша исходная насыщенная модель относится к пятифакторной ситуации. Благодаря ей мы получаем удобное руководство для простого построения новой насыщенной модели для сжатой таблицы. Нормированные значения ее параметров для отклика В приведены в табл. 7.9.

Из табл. 7.9 видно, что модель, которая, по-видимому, хороша и обеспечивает удовлетворительную подгонку, определяется соотношением ВС|ВD|ВЕ|СDЕ. Можно было бы доказать, но мы не будем воспроизводить соответствующие проверки, что так оно и есть. Модель М (В|С,D, Е) обладает четырьмя степенями свободы, а значение Y2 равно 4,09, что явно обеспечивает превосходное соответствие.

Вернемся теперь к пятифакторной таблице, рассматривая переменные В, С, Dи Е как факторы, влияющие на отклик А. Но это как раз та ситуация, какую мы рассматривали в параграфе 7.7, где было показано, что наиболее подходящая модель, это модель 38, задаваемая соотношением АВ/АС/АЕ/ВСDЕ. Теперь мы можем ее переобозначить как модель М (А|В, С, D, Е).
Наша объединенная модель М, которая утверждает, что верны одновременно обе модели М (В|С,D,Е) и М (А |В, С, D, Е), имеет,
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Т а б л и ц а 7.9. Нормированные оценки параметров насыщенной модели для данных табл. 7.8
	Параметр
	Нормированное значение
	Параметр
	Нормированное значение

 

	В
ВС
BD
ВЕ
	-8,96

3,50

-7,67

7,61
	ВСD
ВСЕ
ВDЕ
ВСDЕ
	-1,49

0,70

-0,12

0,60


следовательно, (4 + 12) = 16 степеней свободы, а значение Y2 равно: (4,09 + 16,48) = 20,57. Значит, мы можем принять М как отличное объяснение наших данных.

Оценки частот для двух различных моделей можно подсчитать автоматически на ЭВМ. Например [image: image320]для M (B|C, D, E) в то время как [image: image321]= 116,83 для М (А|В, С, О, Е). Поскольку [image: image322]= 209, мы можем найти ожидаемую частоту для объединенной модели М в виде

[image: image323]
которую сравнивают с наблюдаемым значением, равным 110. Оценки частот для нашей объединенной модели (двухстадийной) приведены в последнем столбце табл. 7.6, где, как можно видеть, имеет место хорошее соответствие между ними и тем, что было получено в предыдущих моделях.

7.10. ОБОБЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ С ПОМОЩЬЮ ДИАГРАММЫ СВЯЗЕЙ

Поскольку мы выяснили теперь последовательную природу переменных, естественно, возникает желание обобщить результаты так, чтобы эта упорядоченность учитывалась. Подходящий метод, если только нет значимых взаимодействий трех факторов, - это построение диаграммы (графа) связей.*
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Для данных референдума такая диаграмма приведена на рис. 7.1. Простая стрелка указывает на то, что одна переменная влияет на другую; например, С, Е и D влияют на В, а В, в свою очередь, влияет на А. Когда же стрелки направлены в обе стороны, это означает, что между двумя переменными есть взаимодействие, но какая из них причина, а какая следствие - не установлено.

Числа над стрелками указывают значения ?, вычисленные по под-ходящей модели. Так, в параграфе 7.7 мы нашли, что [image: image324](в модели М (А \В, С, D, Е)) равно 0,249 ~ 0,25, и именно это значение стоит у линии АВ на графе. Числа для стрелок DE и СЕ мы получили при анализе сжатой таблицы CDE.

	

	
	[image: image325]


 

Рис. 7.1. Граф связей для данных референдума

Заметьте, что этот метод подходит только для дихотомических пере-менных, для которых не удалось найти значимых взаимодействий трех и более факторов. Отметим еще, что Гудмен обозначает стрелки циф-рами несколько иначе.

Детальная социально-политическая интерпретация полученной диаграммы связей предоставляется читателю. Автор ограничится за-мечанием, что, хотя членство в профсоюзе и не оказывает прямого влияния на результаты голосования, оно все же косвенно сказывает-ся через стрелки DB и DE.

Другой метод анализа таблиц сопряженности, тоже приводящий к графам связей, был предложен Дэвисом [Davis J. А., 1976]. Его методы весьма близки к нашим, но используют доли, а не преобла-дания.

ГЛАВА 8. НОВЫЕ МЕТОДЫ АНАЛИЗА МНОГОМЕРНЫХ ТАБЛИЦ

8.1. ОТСЕИВАНИЕ

В предыдущей главе мы добросовестно исследовали множество мо-делей, большинство из которых мы вынуждены были впоследствии отбросить. Наше представление о возможном поведении этих моделей черпается из нормированных значений параметров в соответствующей насыщенной модели. Если нормированные значения превосходили по величине ожидаемые, то параметры признавались вносящими в мо-дель значимый вклад. Часто мы строим модель для проверки важности 

[84]

Таблица 8.1. Вклады вY2 взаимодействия АЕ для данных референдума

	Сравнения моделей
	Значения Y2
	Вклады в Y2. обусловленные АЕ

	1,3

18,21

32,34

38,40
	9,87; 23,46

22,32; 36,74

9,26; 22,74

16,48; 30,96
	13,59

14,42

13,48

14,48


некоторого параметра, который уже исследовали ранее. В табл. 8.1 приводим некоторые сравнения, сделанные в табл. 7.3 и 7.7 относительно параметра АЕ. Отлично видно, что все наши сравнения ведут к очень близким заключениям относительно важности этого пара-метра.

Браун [Brown M. В., 1976] показал, что приближенные границы для вклада параметра в величину Y2 можно получить из рассмотрения двух крайних случаев. По мнению Брауна, с одной стороны, параметр надо оценивать, когда он оказывается наиболее сложным в простой модели, а с другой стороны, - когда он оказывается простейшим в сложной модели. Для демонстрации этого метода рассмотрим четырехфакторную ситуацию (А, В, С, D) с параметром АВ под подозрением. В соответствии с правилами Брауна первый критерий, который он называет критерием условной связи, сравнивает простые мо-дели АВ и А/В, тогда как второй критерий, называемый критерием частной связи, сравнивает сложные модели AB/AC/AD/BC/BD/CD и AC/AD/BC/BD/CD.

В случае смешанной ситуации фактор/отклик определения крите-риев условной и частной связи нуждаются в поправке, учитывающей тот факт, что годятся только те модели, которые содержат все взаимодействия факторов. Так, если А, В и С - факторы, a D - единственный отклик, то рассматривается только модель, включающая взаимодействие ABC. Чтобы, например, проверить важность взаимодействия ACD, мы сравниваем две модели ABC/ACD и ABC/AD/CD (условная связь) и две модели ABC/ABD/ACD/BCD и ABC/ABD/BCD (частная связь). Результаты обработки фактор/отклик для данных референдума приведены в табл. 8.2.

Браун назвал такой процесс вычисления двух критериев отсеиванием. Он показал, что все мыслимые результаты проверок можно разделить на три класса:

1.     безусловно важные (в нашем примере А, АВ, АС, АЕ);

2.     безусловно неважные (ABC, ABD, ABE, ACD, ADE, ABCE, ABDE);

3.     нуждающиеся в дальнейшем исследовании (AD, АСЕ, ABCD, ACDE, ABCDE).

Таким образом, в результате отсеивания параметры сконцентри-руются в трех классах, потребуется внимание к тем из них, что попа-ли в класс 3, и появится возможность отбросить все то, что оказалось
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Таблица 8.2. Отсеивание фактор/отклик данных референдума

	Параметр
	Условный вклад
	Частный вклад
	Параметр
	Условный вклад
	Частный

вклад

	A

АВ
АС
AD

АЕ
ABC

ABD

ABE
	58,4

105,7

28,2

14,2

52,4

0,0

1,1

1,1
	58,4 

63,8 

6,5 

1,2 

13,7 

0,1

1,3 

0,9
	ACD

АСЕ 

ADE 

ABCD 

ABCE 

ABDE

ACDE 

ABCDE
	1,0

3,0

0,0 

4,5 

0,4 

0,1

0,7 

3,1
	0,1 

2,4 

0,0 

5,0

0,6

0,1

2,5 

3,1


в классе 2. Конечно, в реальной классификации подходящей к конкретному случаю основой служит наблюдаемое значение [image: image326]2, дающее руководящее правило сравнения наблюдаемых вкладов в [image: image327]2 с соответствующими теоретическими критическими точками, особенно когда какой-нибудь параметр имеет неопределенный статус принадлежности к 3-му классу (смотри, в частности, AD в табл. 8.2).

Результаты в табл. 8.2 относятся к обработке фактор/отклик для данных референдума и практически идентичны с результатами, полученными при совместной обработке всех факторов. Такое постоянство наблюдается в таком случае, как правило.

Следует заметить, что отсеивание - это альтернатива построению насыщенной модели, если ее рассмотреть как предварительный шаг на пути построения подходящей ненасыщенной модели. Отсеивание дает заметно больше информации, чем насыщенная модель, поскольку использует идею диапазона важности параметров вместо точечных оценок насыщенной модели. Ценой этой информации служат гораздо большие затраты машинного времени, поскольку для каждого параметра надо сосчитать на машине 4 модели. Если машинное время бесплатно, то отсеивание стоит предпочесть, но только насыщенная модель, как мы уже говорили, действительно обеспечивает отличное начальное приближение для анализа.

8.2. АНАЛИЗ ОСТАТКОВ

Может возникнуть ситуация, когда единственное аномально большое (или малое) значение частоты в ячейке введет в заблуждение относительно взаимосвязи, существующей между переменными. Иногда такая частота может появиться из-за простой описки, в иных случаях она обусловливается действием какой-то другой переменной, не включенной в рассматриваемую модель. В любом случае было бы полезно иметь какие-нибудь подходящие простые методы выявления таких наблюдений, чтобы объяснить, почему та или иная модель не обеспечивает хорошего описания данных.

Наши данные содержат результаты счета. Всякая аномалия проявляется как соразмерно большое несоответствие между наблюдаемыми 
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и ожидаемыми частотами. Разница в 100 будет не существенной, когда мы сравниваем 12000 и 12100, но она будет весьма значимой, попа-дись нам величины 12 и 112. Значит, нужен такой способ оценки таких различий, который учитывал бы их величины в общем итоге. Хейбермен [Haberman S. Т., 1973] предложил для таких разностей остатков множество возможных определений, простейшее среди кото-рых имеет вид:

[image: image328](8.1)

где r- нормированный остаток, а f и e соответственно наблюдаемые и ожидаемые частоты ячеек. Эта величина имеет приблизительно нормальное распределение со средним 0 и дисперсией 1, хотя мы и должны заметить, что остатки в различных ячейках будут безусловно как-то коррелировать между собой. Одно из следствий определения (8.1) заключается в том, что существует удобная связь с обычной статис-тикой для проверки качества X2, ибо

X2 = [image: image329]. (8.2)

по всем 

ячейкам

Нелдер [Nelder J. А., 1974) сослался на иное определение, предложенное Энскамби [Anscombe F. J., 1953] и имеющее претензию на более близкое соответствие нормальному закону. Вот эта величина:

[image: image330](8.3)

но поскольку (8.1) проще, мы предпочитаем в дальнейшем пользовать-ся величиной r.
Для примера обратимся к данным из табл. 7.6, и в частности к ячейке (1, 1, 2, 1, 2), где мы сравнивали наблюдаемую частоту 21 с ожидаемой частотой 33,8, что соответствует модели 18. Соответствующая этой разнице нормированная величина остатка есть (21 -33,8)/[image: image331]=-2,2. Это очень большая величина. Если мы обратимся к таблицам нормального распределения, то увидим, что менее 3% величин, отобранных случайно из нормального распределения (нормированного), имеют шансы получить такое (или еще боль-шее) отклонение от среднего 0. Однако, во-первых, наш выбор наблюдения не был случайным, а относился к самому большому из нор-мированных остатков, во-вторых, 3% - это примерно 1 из 33, а у нас есть 32 остатка (по одному на каждую ячейку). Следовательно, у нас нет серьезных оснований, чтобы бить тревогу, и мы вполне можем принять, что имеем дело с обычным отклонением от модели.

С тем же успехом, как и при выявлении аномальных частот ячеек, вычисление остатков может помочь и при выявлении структуры в дан-ных, которую мы могли бы так или иначе использовать. Так, например, если какая-нибудь переменная имеет несколько категорий, а не просто две, то может существовать некоторый вид тренда относитель-но этих категорий, не учитываемый нашей моделью. Понятно, что
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в этом случае нам следует скорректировать модель соответствующим образом.

Обычный метод, используемый Хейберменом [Haberman S. Т., 1973], предполагает построение графиков нормированных остатков на милли-метровке (с вероятностной шкалой). Если этот график не противоречит значениям, извлеченным из нормального распределения, то его точки должны ложиться примерно на прямую. Отклонения от прямой говорят о наличии одной или нескольких аномальных точек. Этот прием был первоначально предложен Дэниелом [Daniel С., 1959] для дисперсионного анализа квантифицированных данных, и совсем недавно распространен на наши задачи Заном [Zahn D. А., 1975]. Приложе-ния к частотным данным описаны у Кокса и Лоха [Сох D. R., Lauh Е., 1967] и Файнберга [Fienberg S. Е., 1969], а также у Хейбермена.

8.3. МУЛЬТИПЛИКАТИВНАЯ ФОРМА ЛОГАРИФМИЧЕСКИ-ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ

Все модели, с которыми мы имели дело на протяжении последних трех глав, были выражены в терминах логарифмов, т. е. каждая модель приравнивала логарифм вероятности ячейки к некоторой линейной комбинации логарифмов преобладаний или отношений преобладаний (смотри, например, уравнения 5.8). Однако, как мы видели в параграфе 7.7, когда мы приступаем к заключительной интерпретации резуль-татов для выбранной модели, то мы рассуждаем в терминах, скорее, преобладаний, чем их логарифмов. В действительности любая логлинейная модель допускает довольно простое представление в терминах отношений преобладаний, и Гудмен подчеркивал это обстоятельство, непрестанно переключаясь с одной формы представления данных на другую (см., в частности, [Goodman L. А., 1972а, 1972б, 1973а]).

Для проведения различий между этими двумя формами моделей мы рассмотрим следующую простую ситуацию, в которой участвуют три переменные А, В и С на двух или более уровнях каждая. Возвращаясь к обозначениям гл. 5, мы запишем Pijk как неизвестную теоретическую вероятность в ячейке (i ,j, k), a [image: image332], поэтому модель AB/C в логлинейной форме может быть записана так:

[image: image333](8.4)

 

Теперь мы определим ?, [image: image334]и т. д. следующим образом:

[image: image335]и т.д. (8.5)

что позволяет переписать выражение (8.4) в мультипликативной форме:

[image: image336](8.6)

 

Мы сможем интерпретировать это выражение гораздо проще, если рассмотрим различные категории фактора С. Давайте положим, что С имеет K категорий, т. е. k = 1, 2, .... K. Тогда если для какой-то
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категории получилось значение, превышающее среднее, то и соответствующее ей [image: image337]должно быть больше, чем 1, а если меньше среднего, то меньше, чем 1 (под <средним> здесь фактически выступает среднее геометрическое, что, впрочем, может нас не тревожить). В соответствии с этим, логарифмы параметров. [image: image338]будут либо положительны, либо отрицательны. 

Из-за того, что отношение каждой категории задается средним геометрическим, на все индивидуальные значения т наложены следующие ограничения:

[image: image339](8.7)

Когда у фактора только две категории, [image: image340]и, следовательно, [image: image341]. Значит, для логарифмов это эквивалентно соотношению [image: image342]. И вообще, при, скажем, K категориях фактора C, мы можем интерпретировать значения [image: image343]как относительные вероятности этих категорий, имея в виду, что каждый объект должен принадлежать и; к одной из категорий. Отсюда

[image: image344](8.8)

После небольших преобразований мы можем установить, что вероят-ность принадлежности некоторого объекта к категорииk' фактора C равна:

[image: image345], (8.9)

хотя при включении в модель взаимодействий интерпретация утверждений такого типа менее проста.

Дэвис [Davis J. A., 1974] пользовался логлинейной моделью исключительно в мультипликативном виде (правда, в собственных обозначениях) и подробно обсудил ее интерпретацию.

8.4. КОРРЕКЦИЯ ТАБЛИЦЫ - МОСТЕЛЛЕРИЗАЦИЯ

Пусть мы взяли из совокупности выборку для изучения связи между двумя переменными. Визуальная оценка их взаимоотношений будет в значительной степени зависеть от относительных частот катего-рий этих переменных. Данные, приведенные в двух частях табл. 8.3 (искусственные данные, спешу добавить), демонстрируют этот момент. В табл. 8.3 (а) представлены данные, собранные юными доброволь-ными помощниками членов исследовательской группы, а в табл. 8.3 (б) - такие же данные, но полученные сборщицами-дамами средних лет. Данные относятся к исследованию того, существует ли какая-нибудь взаимосвязь между полом и политическими симпатиями. Два Множества данных показывают явное смещение в сторону женщин той

[89]

Таблица 8.3. Соотношение между полом и политическими симпатиями по данным, собранным (а) юными помощниками и (б) дамами средних лет
 

(а) (б)

	 
	Консерваторы
	Лейбористы
	Всего
	Консерваторы
	Лейбористы
	Всего

	Женщины Мужчины
	220

30
	80

70
	300

100
	60

20
	30

90
	90

110

	Всего
	250
	150
	400
	80
	120
	200


части данных, которую собирали юные помощники. Обе таблицы вы-глядят настолько различными, что кажутся несопоставимыми. Это, однако, как мы увидим, не тот случай.

В нашем воображаемом обследовании первейший интерес представ-ляет соотношение между полом и политическими симпатиями, поэтому мы попытаемся сначала выудить его из данных, заключенных в табли-цу. Что же надо сделать, чтобы устранить смещение из всех категорий таблицы? Мостеллер [Mosteller F., 1968] был первым, кто описал метод, который должен этого достигнуть. Он привел и множество подробных и полезных примеров работы такого метода. Другие примеры можно найти у Файнберга [Fienberg S. Е., 1971] и Смита [Smith К. W., 1976]. Метод предполагает использование алгоритма Деминга-Стефана, ко-торый лежал в основе оценивания (см. ЕСТА), использованного при определении значений параметров для наших разнообразных логлинейных моделей. Там алгоритм работал с таблицей, все входы которой были единичными, и он корректировал их до тех пор, пока они не при-ходили в соответствие с существующими наблюдаемыми условными суммами (сравните с параграфом 7.1). Здесь же алгоритм начинает с таблицы наблюдаемых частот ячеек и корректирует ее до совпадения с теми условными суммами, которые мы определили. Поскольку один и тот же алгоритм работает в двух разных случаях, мы будем говорить в последнем из них о мостеллеризации, а в первом - о нормализации. Причем может работать та же самая программа, с помощью которой были найдены наши предыдущие результаты. Итог мостеллеризации

Таблица 8.4. Связь между полом и политическими симпатиями после исключения наблюдаемого смещения
 

 

(а) (б)

	
	Консерваторы
	Лейбористы
	Всего
	Консерваторы
	Лейбористы
	Всего

	Женщины Мужчины
	71,7

28,3
	28,3

71,7
	100 100
	75,0

25,0
	25,0

75,0
	100 100

	Всего 
	100
	100
	200
	100
	100
	200
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Таблица 8.5. Табл. 8.3 после коррекции на известное значение соотношения полов в совокупности и известные политические предпочтений
 

(а) (б)

	
	Консерваторы
	Лейбористы
	Всего
	Консерваторы
	Лейбористы
	Всего

	Женщины 

Мужчины 
	38,8

16,2
	12,2

32,8
	51

49
	40,4

14,6
	10,6

34,4
	51

49

	Всего 
	55
	45
	100
	55
	45
	100


показан в табл. 8.4, где суммы частот каждой категории каждой пере-менной сделаны одинаковыми для обоих множеств данных. Следо-вательно, числа в каждой таблице различаются только из-за связи между переменными <пол> и <политические симпатии>. Если бы такой связи не было, то каждое число было бы равно 50. Поскольку это не так, ясно, что между переменными существует некая связь, более того, - и это самое важное, - эта связь одинакова (с точностью до ма-лых случайных отклонений) для обоих множеств данных. Полезную информацию относительно связи мы можем извлечь и из табл. 8.3 (а).

Но это еще не конец, ибо если мы знаем истинные доли в совокуп-ности для категорий наших переменных, то можем использовать ин-формацию о них и корректировать таблицы таким образом, чтобы они отражали доли в совокупности.

В табл. 8.5 мы видим результат корректировки данных табл. 8.3 с учетом известных характеристик совокупности (51 % женщин и 55% консерваторов). Техника получения этих результатов точно та же, что и раньше. Мы попросту пользуемся разными исходными цифрами и снова обнаруживаем, что интервьюеры дали нам весьма близкие ре-зультаты с точки зрения сравниваемых совокупностей после того, как исключаются их индивидуальные смещения.

Дальнейшее углубление в процедуру мостеллеризации и в интер-претацию логлинейных моделей и их параметров дает построение на-сыщенных моделей для каждой из шести таблиц этого параграфа. Их параметры приведены в табл. 8.6. Взаимодействие между полом и по-литическими предпочтениями выражается через ?AB и хорошо видно,

Таблица 8.6. Оценки параметров насыщенных моделей, полученные для табл. 8.3, 8.4 и 8.5
	Подтаблица
	[image: image346]
	[image: image347]
	[image: image348]
	Подтаблица
	[image: image349]
	[image: image350]
	[image: image351]

	8.3 (а)

8.4 (а)

8.5 (а)
	0,04

0,00

0,11
	0,53

0,00

-0,03
	0,47

0,47

0,47
	8.3(6)

8.4(6)

8.5(6)
	-0,20

0,00

0,12
	0,00

0,00

-0,04
	0,55

0,55

0,55
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Что мостеллеризация оставляет его неизменным. Когда итоги и табл. 8.4 оказываются равными между собой, соответствующие зна-чения параметров [image: image352]и [image: image353]обращаются в 0, как и следовало ожидать. Когда же учитываются данные для совокупности в табл.8.5, это приводит к появлению значений [image: image354]и [image: image355], хотя надо заметить, что при одинаковых условных суммах в табл. 8.5 (а) и (б) соответствующие значения [image: image356](0,11 и 0,12) не равны, как и для [image: image357](-0,03 и -0,04). Это обусловлено нестрогой идентичностью связей в двух таблицах (0,47 и 0,55) и еще раз подчеркивает иерархический принцип, заложенный в наши модели.

8.5. ДРУГИЕ МЕТОДЫ ПРОВЕРКИ И ОЦЕНИВАНИЯ

В методологии гл. 5-7 мы тщательно следовали за профессором Гудменом. Метод получения оценок максимума правдоподобия для параметров логлинейной модели не прямым (косвенным) путем, осно-вываясь на алгоритме Деминга-Стефана, - вот первый путь полу-чения соответствующих оценок частот ячеек в рассматриваемой мо-дели. Мы видели, что благодаря простоте применения этого алгорит-ма можно очень быстро найти большое число различных моделей. Есть, однако, и некоторые недостатки: все модели линейны относительно логарифмов, да еще имеют иерархическую природу. Хотя метод и прост в использовании, все-таки нужна вычислительная машина и программа, а поскольку это сравнительно новый метод, не все иссле-дователи располагают подходящей программой. Поэтому рассмотрим и некоторые другие подходы к анализу данных с номинальными уров-нями. Чеканное, но все-таки краткое перечисление этих подходов да-ют Бишоп, Файнберг и Холланд [Bishop Y. M. M., Fienberg S. Е., Holland P. W., 1975].

Наиболее привлекательная альтернатива основывается на взве-шенном методе наименьших квадратов. Главные преимущества этого подхода таковы: (а) метод позволяет строить логлинейные модели не иерархического типа, а также просто линейные модели, если мы хотим воспользоваться при анализе данных такими моделями; (б) такие мо-дели позволяют пользоваться стандартной техникой дисперсионно-го анализа, имеющей массу пакетов машинных программ и широко известной.

Мы начнем рассмотрение простой ситуации с одним фактором, имеющим I категорий, и одним откликом, имеющим I категорий (хотя такая формулировка нужна только для описания и обобщается на слу-чай любого числа факторов и откликов). Наш интерес концентрирует-ся на изменениях относительных вероятностей J категорий отклика, обусловленных влиянием категорий фактора.

В связи с нашей терминологией обозначим Pij теоретическую ве-роятность попадания наблюдения в ячейку (i, j), хотя это и противоречит обозначениям, принятым в литературе. Рассмотрим множество численных значений {[image: image358]}, где 
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[image: image359](8.10)

 

Соответственными оценками этих условных вероятностей служат наблюдаемые относительные частоты ячеек:

[image: image360], (8.11)

где [image: image361].Чтобы воспользоваться подходом взвешенного метода наименьших квадратов, нам надо иметь дисперсии и ковариации величин {[image: image362]}, которые в силу стандартной биномиальной теории должны быть равны:

[image: image363], 

[image: image364](8.12)

[image: image365]
Следует заметить, что эти выражения приводятся для случая неиз-вестных значений {[image: image366]}, и мы, следовательно, приближенно заменяем истинные значения {[image: image367]} их оценками {[image: image368]} в правых частях уравнений (8.12). К счастью, об этой аппроксимации известно, что она мало реа-гирует на замену теоретических значений, если только значения {[image: image369]} не малы.

Следующий шаг в подходе, основанном на взвешенном методе наименьших квадратов, заключается в выборе функции цели, связанной с {[image: image370]}. Когда J = 2, среди наилучших должен быть выбор такого вида функции, как gi = log ([image: image371]), но при J > 2 возникает множество возможностей. Ленен и Кох [Lehnen R. G., Koch G. G., 1974a, 19746] пользовались функциями вида gi1 = log ([image: image372])и gi2 - log[image: image373]. Мы обозначим соответствующие наблюдаемые значения функции через yi, yi1 и yi2, так что, например, yi=log[image: image374].

Цель анализа заключается в том, чтобы объяснить наблюдаемые вариации значений y с помощью линейной функции с неизвестными параметрами [image: image375]и найти оценки этих параметров. В общем случае мы имеем I (J - 1) g-функций и, следовательно, столько же значений у, для объяснения которых требуется некоторое число, скажем r, параметров. В матричных обозначениях модель выглядит так:

 

g = Х[image: image376], (8.13)

 

где g - вектор-столбец g-функций размером I (J - 1); [image: image377], - вектор-столбец неизвестных параметров размером r[image: image378] 1 и X - матрица плана размером I (J - 1) [image: image379]r, связывающая эти два вектора.

Процедура метода наименьших квадратов обеспечивает оценки значений [image: image380], основанные на I (J - 1) [image: image381]r-мерном векторе наблюдений у. Поскольку значения {[image: image382]}имеют дисперсии и ковариации, даваемые
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уравнениями (8.12), а не независимые с единичными дисперсиями, как в стандартной теории метода наименьших квадратов, вид оценок метода наименьших квадратов несколько усложнится, а именно:

[image: image383], (8.14)

 

где V - подходящая матрица дисперсий-ковариаций размером I (J - 1) [image: image384]I (J - 1), которая точно следует зависимостям от g-функций и содержит обратные значения частот ячеек. Вид матрицы V и дальнейшие подробности о вычислениях, необходимых для про-верки модели, даются у Гризли, Стармера и Коха [Grizzle J. E., Star-merC. F.,KochG. G., 1969], Тейла [Theil Н., 1971] и Бока [Bock R. D., 1975].

И с этим подходом связаны различные трудности. Из-за приближенного характера дисперсий оценки получаются тоже приближенными, а если попадается ячейка с нулевой частотой, то ее приходится заполнять произвольным числом, чтобы избежать поиска обратного числа для нуля. Хотя теоретически возможно исследовать одним и тем же методом множество моделей, каждая модель требует новой матрицы X и нового вектора [image: image385]. Примеры неудобных Х-матриц тоже вполне возможны, как показали при рассмотрении интересных задач Ленен и Кох [Lehnen R. G., Koch G. G., 1972, 1974a, 19746], которые анализировали неполные данные, не поддающиеся непосредственно простому подходу Гудмена. Ноук [Knoke D., 1975] и Гудмен [Goodman L. А., 1976] рассматривали некоторые различия, присущие этим двум подходам.

Еще один альтернативный подход можно развить на основе метода оценивания минимума дискриминирующей информации, который, однако, в форме, предложенной Ку и Кульбаком [Кu Н. Н., Kullback S., 1968] и Ку, Вернером и Кульбаком [Кu Н. Н., Varner R. N., Kullback S., 1971], ведет к тем же оценкам, что и метод максимума правдоподобия. Этот прием был модифицирован в [Ireland С. Т., Ки Н. Н., Kullback S., 1969], что дало ему некоторые преимущества при анализе симметричных квадратных таблиц сопряженности.

Еще одно заключительное замечание этого параграфа. Есть, конечно, множество возможных путей записи совместной функции правдоподобия для наблюдаемых частот ячеек при заданной модели с тем, чтобы затем воспользоваться стандартными методами численной максимизации функции правдоподобия или ее логарифма. Такой подход гарантирует точность и эффективность используемых методов, кроме случаев анализа неполных таблиц вроде тех, что мы будем изучать в гл. 10.

8.6. ПСЕВДОБАЙЕСОВСКИЕ ОЦЕНКИ

В многомерных таблицах числа, характеризующие частоты, во мно-жестве ячеек оказываются равными нулю, а появление этих нулей создает камень преткновения при анализе. Рассмотрим эти трудности в том порядке, в каком обсуждались сами методы, т. е. начнем с насы-щенной модели. Если нули имеют место, то Гудмен предложил добав-
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лять по 0,5 в каждую ячейку. И действительно, по аналогии с хорошо известной поправкой на непрерывность для биномиального распределения вовсе не удивительно, что добавление к частоте каждой ячейки величины 0,5 оказывается хорошей идеей, безотносительно к тому, каковы частоты ячеек.

Для ненасыщенных моделей наличие отдельных нулевых ячеек - не проблема до тех пор, пока не появится так много нулей, что они приведут к нулевой условной сумме. Если эта сумма относится к факторам, а не к откликам, то простые вычисления приведут к уменьшению числа категорий фактора за счет отбрасывания тех из них, у которых оказались нулевые условные суммы. В противном случае оценки максимума правдоподобия для ячеек можно получить обычным путем, но для оценок параметров и определения числа степеней свободы понадобятся специальные методы счета, описанные в гл. 10.

В подходе, основанном на взвешенном методе наименьших квадратов, при анализе таблиц используются обратные значения частот ячеек, а значит, любой нуль создает проблему. Более того, если в таблице есть нуль, то никакая мостеллеризация не приведет к его исчезновению, ибо этот метод включает последовательное перемножение частот ячеек и даже, как очень удачно выразились Бишоп, Файнберг и Холленд [Bishop Y. M. M., Fienberg S. E., Holland P. W., 1975], <некоторые нули меньше, чем другие>. Как следствие этих проблем, появилась работа, в которой было выяснено, какие числа надо добавлять к частотам ячеек, чтобы сделать все эти частоты положительными. Эта работа, опиралась на псевдобайесовские оценки. Основы теории появились в статьях Файнберга и Холленда [Fienberg S. E., Holland P. W., 1970, 1973)], а ее развитие - в работе Бишопа, Файнберга и Холленда [Bishop Y. M. M., Fienberg S. E., Holland P. W., 1975].

Основу псевдобайесовского подхода составляет то, что еще до начала исследования данных мы можем сделать разумное предположение относительно фундаментальной структуры той совокупности, из которой была извлечена наша выборка. Мы должны обратить относительные вероятности категорий для различных факторов и вероятных взаимодействий. Бишоп, Файнберг и Холленд [Bishop Y. M. M., Fienberg S. E., Holland P. W., 1975] указали разнообразные ситуации, в которых наши знания должны быть довольно подробными. Если же никаких знаний нет, то было показано, что лучшее предположение в этом случае- считать, что все ячейки имеют равные вероятности. Во всех случаях из нашего предположения вытекает следующий шаг - явное выражение его в виде таблицы вероятностей ячеек. Для иллю-страции метода положим, что имеется двухфакторная ситуация и обо-значим наши предполагаемые вероятности через {[image: image386]}.

Как обычно, наблюдаемые частоты ячеек обозначим {fij}, а их суммы f00. Следующий шаг этого метода состоит в вычислении некоторой константы k, которая количественно соотносит нашу предполагаемую структуру с наблюдениями. Эта константа дается формулой

[image: image387]8.15
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Это число k соответствует тому числу гипотетических наблюдений, которое следует добавить к фактически имеющим место, распределив их между ячейками следующим простым способом: добавлением в ячейку fij величины [image: image388]. Таким образом мы получим таблицу, в которой все числа положительны и которая объединяет реальные данные с априорной информацией. В силу структуры соотношения (8.15) отношение гипотетических наблюдений k к фактическим наблюдениям y00 будет мало, когда наблюдаемая структура совокупности будет совсем не та, что мы предполагали, и, следовательно, неправдоподобна. Делая такое плохое предположение, мы можем нанести себе большой ущерб. С другой стороны, k/f00 велико, если структуры наблюдаемой и гипотетической совокупностей очень похожи, а значит, весьма важно, чтобы значения {[image: image389]}были установлены без обращения к величинам {fij } во избежание возможного смещения.

Отличное введение в этот метод для начинающих дал Смит [Smith К. W., 1976].

8.7. СМЕШАННЫЕ МОДЕЛИ

Гибкость логлинейной модели облегчает нам подход к анализу многовходовых таблиц с доверительными интервалами и дает исчерпывающий метод анализа и установления взаимосвязей между переменными. Это, правда, не тот случай, когда любое множество наблюдаемых частот ячеек можно всегда поставить в соответствие с какой-нибудь конкретной логлинейной моделью, как мы уже говорили в гл. 7; здесь возможно целое множество различных моделей, каждая из которых примерно одинаково объясняет данные. Напротив, структура данных может быть линейной, а не логлинейной, и в случае дихотомических переменных это различие возможно твердо установить (см. [Knoke D., 1975] и [Goodman L. А., 1976]. Наконец, модель может быть не совсем аддитивна (линейна) и не совсем мультипликативна (логлинейна). И мы еще не обсуждали методов, которые были бы пригодны в таком случае. Закончим эту главу одним примером такой <смешанной> модели, которая, хотя и иллюстрирует интересный и важный политический момент, интересна нам прежде всего как демонстрация того, что надо принимать во внимание в данном методе, а не как замена здравого смысла.

Пример 8.1. Австралийская система голосования
На федеральных выборах в Австралии используется простая <скользящая> система голосования: голосующий ранжирует кандидатов в порядке уменьшения предпочтений, и если первый кандидат в его списке выбывает из борьбы, то голос передается второму, и так далее. На каждом шаге подсчитываются голоса, поданные за того кандидата, кто собрал их наименьшее число, а также и общее число голосов, поданных за всех кандидатов, участвующих в текущем этапе выборов, так что можно провести анализ вторых предпочтений для оставшихся кандидатов.

Фамилии кандидатов в избирательном бюллетене следуют в алфавитном порядке без указания их партийной принадлежности и какой
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Таблица 8.7. Вторые предпочтения голосовавших за Демократическую рабочую партию (ДРП) на австралийских федеральных выборах 1961 г.

	Порядок в бюллетене 

ДРП - либералы - лейбористы 

	Избирательный округ 1 2 3 4 5

ДРП, второй либерал 2754 6020 4858 7928 6633 

ДРП, второй лейборист 524 771 478 660 436 

6

3207 840 

	

	Порядок в бюллетене: 

ДРП - лейбористы - либералы 

	Избирательный округ 7 8 9 10 11

ДРП, второй либерал 1649 8661 2126 2517 2339

ДРП, второй лейборист 1926 4165 2201 2089 2022 


бы то ни было еще информации для голосующего. Никто не обязан участвовать в федеральных выборах, поэтому существует много незаинтересованных выборщиков, которые считают себя обязанными голосовать. Эти незаинтересованные избиратели* обычно считают своим долгом ранжировать кандидатов в том порядке, в каком они приведе-ны в избирательном бюллетене, т. е. по алфавиту.

Данные в табл. 8.7 относятся к результатам федеральных парла-ментских выборов 1961 г. Во всех случаях кандидаты Демократической рабочей партии (ДРП) возглавляли избирательные списки, а два других кандидата следовали в том порядке, который указан в таблице. В каждом случае, когда кандидат ДРП выбывал из борьбы, его голоса распределялись между кандидатами от остальных партий в соответствии со вторыми предпочтениями. Хорошо видно, что когда кандидат либеральной партии идет вторым, то эта партия зарабатывает около 90% голосов ДРП, а когда он идет третьим, то ему достается около 60% голосов. Эту разницу можно объяснить обычаем незаинтересованных избирателей автоматически приписывать второе предпочтение тому, кто стоит в избирательном списке на втором месте.

Построенная по этим данным логлинейная модель должна выявить взаимодействия между всеми переменными. Проще всего интерпрети-ровать эту модель так. Пусть р - доля поддерживающих ДРП, обусловленная голосованием индифферентных избирателей, и пусть среди них, кроме действительных сторонников ДРП, есть еще доля [image: image390]- сторонников либералов. Тогда для порядка следования кандидатов в бюллетене ДРП-либерал-лейборист доля голосов, переходящих к кандидату либералов, должна быть p+(1-p) [image: image391], тогда как для всех прочих порядков - только (1 - p) [image: image392]. Легко сосчитать, что р примерно 30% и что [image: image393]примерно 85%. Эта модель вполне соответствует выводам, к которым пришел Маккеррас [Mackerras M., 1970] в детальном иссле-довании ситуации с политической точки зрения. Из его работы мы и взяли приведенные данные.
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ГЛАВА 9. МНОГОУРОВНЕВЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ И НЕПОЛНЫЕ ТАБЛИЦЫ

9.1. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ В СЛУЧАЕ МНОГОУРОВНЕВЫХ (ПОЛИТОМИЧЕСКИХ) ПЕРЕМЕННЫХ

На всем протяжении параграфов, в которых развивалась теория логлинейных моделей, - с 6.2 по 6.5 и с 7.1 по 7.2 - рассмотрение велось в общих терминах; однако иллюстративные примеры всегда ограничивались дихотомическими переменными. Теперь же мы обратимся к ситуациям, где одна или несколько переменных из перекрестной классификации имеет более чем две категории. Такая переменная называется политомической (или многоуровневой). Особые трудности в многоуровневой ситуации связаны не с приложением описанных методов, которым безразлично число категорий у изучаемых переменных, а с интерпретацией результатов анализа.

Пусть мы имеем 3 переменные A B и С, I, J и K категориями со-ответственно. Как и прежде, обозначим частоту в ячейке (i, j, k) через fijk, а логарифм теоретической вероятности - через vijk, так, чтобы модель без взаимодействий приняла вид

[image: image394](9.1)

Для устранения избытка параметров в модели наложим на них ограничения вида

[image: image395](9.2)

так что если мы знаем [image: image396], то в силу ограничений мы можем определить [image: image397]. Значит, есть всего (К - 1) независимое значение [image: image398], относящихся к переменной С, а отсюда следует, что с главным эффектом С связано (К - 1) степеней свободы. Это как раз то, с чем мы сталкивались, когда в гл. 4 проверяли отсутствие связи.

Точно такое же правило приложимо и к взаимодействиям. Так как на множество взаимодействий АВ - {[image: image399]} - наложены ограни-чения

[image: image400], (9.3)

то, следовательно, есть только (I - 1) (J - 1) независимых значений [image: image401], относящихся к этому взаимодействию. А стало быть с ним связано (I - 1) (J - 1) степеней свободы. Заметьте, что при I = J = 2 есть только одно независимое взаимодействие [image: image402], поскольку тогда

[image: image403](9.4)

и это одна из причин, по которым работать с дихотомическими переменными гораздо легче. 
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Если нет какой-нибудь определенной связи между категориями данной переменной, то ничего не остается, как работать непосредственно с каждой категорией, включая в модель полный список индивидуальных значений [image: image404]. Иногда, однако, такая связь существует, при-чем мы можем ее установить, и она дает нам возможность, например K [image: image405]-параметров, относящихся к переменной С, представить в виде хорошо интерпретируемых (K - 1) комбинаций этих параметров. В примере 9.1 есть переменные и такие, и другие. Частный случай исходных переменных подробно описан Хейберменом [Haberman S. J., 1974]. Он рассматривается в двух из трех множеств данных этой главы.

Пример 9.1
Ленен и Кох [Lehnen R. G., Koch G. G., 1974 а] анализируют не-которые данные о работе судов в штате Северная Каролина (США). Эти данные учитывают три переменные: <раса> (черный (1) или белый (2)), <округ> (Дарем (1) или Ориндж (2)) и <вид нарушения обществен-ного порядка> (пьянство (1), насилие (2), грабеж (3), дорожное проис-шествие (4), превышение скорости (5)) и единственный трехуровне-вый отклик <исход дела> (обвинение не предъявлено (НП), обвинение предъявлено и вина признана (П) и обвинение предъявлено, но вина не доказана (НД)). Данные приведены в табл. 9.1. Не видно какой-

Таблица 9.1. Случаи нарушения закона в Северной Каролине
	Черные

	Дарем
	Ориндж

	Преступление
	П
	НД
	НП
	Преступление
	П
	НД
	НП

	1

2

3

4

5
	33 10

9

4

32
	8 10

8

2

3
	4 3

2

1

0
	1

2

3

4

5
	5 5

11

12

20
	10 5

5

6

3
	1

5

з

1

2

	Белые

	Дарем
	Ориндж

	Преступление
	П
	НД
	НП
	Преступление
	П
	НД
	НП

	1

2

3

4

5
	53

7

10

16

87
	2

8

5

3

5
	2

1

2

2

3
	1

2

3

4

5
	14

1

5

13

98
	2

5

4

13

16
	0

7

0

1

7


нибудь ясной связи для уровней политомического фактора <вид нарушения общественного порядка>, зато такая связь существует для политомического отклика. Мы воспользуемся следующими двумя ортогональными комбинациями

[image: image406](9.5)
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где подстрочные индексы в правой части указывают на исходные ка-тегории отклика. Комбинация [image: image407]- это логарифм преобладаний для удовлетворенных исков при условии, что они предъявлены. А комбинация [image: image408]- это преобладания предъявленных исков. Мы продол-жим этот анализ в примерах 9.3 и 9.8, но уже беглого взгляда на табл. 9.1 достаточно, чтобы понять, что исходы в округе Ориндж для черных при нарушении (1) и для белых при нарушении (2) не харак-терны для структуры отклика. Наиболее часто встречающиеся много-уровневые переменные - это такие переменные, которые сходны по своей природе. Примерами служат возраст с отметками по трех или пятиточечной шкале, социальный класс и т. п.

Пример 9.2
Уильяме и Гризли [Williams О. D., Grizzle Т. Е., 1972] использовали в дисперсионном анализе подход, основанный на рангах для изу-чения данных, приведенных Баром [Bahr H. М., 1969] и представлен-ных в табл. 9.2. Из этой таблицы ясно, что обе переменные <степень пристрастия к спиртному> и <число лет службы в армии с проживани-ем в казармах> естественно упорядочены, а также, что для них обеих есть понятные комбинации (контрасты): [image: image409]- [image: image410]которая измеряет <линейность> тренда вдоль категорий переменных, и [image: image411]- 2[image: image412] + [image: image413], которая измеряет отклонения от линейности. Эти контрасты - не что иное, как стандартные ортогональные полиномиальные контрасты, используемые в дисперсионном анализе и автоматически вычисляемые программой ЕСТА. Беглый анализ данных показывает, что среди <Парк Слоуп> довольно высокий процент малопьющих, а среди прос-луживших 5 лет и более из <Кемпа>, наоборот, порядочно алкого-ликов. Мы закончим анализ в примере 9.4.

Таблица 9.2. Пристрастие к алкоголю в зависимости от времени службы в армии
	Социальная Время службы

характеристика* в армии (годы)
	Степень пристрастия к алкоголю

	
	слабая
	средняя
	сильная

	0

<Бауэри> 1 - 4 

5+
	25

21

20
	21

18

19
	26

23

21

	0

<Кемп> 1 - 4 

5+
	29

16

8
	27

13

11
	38

24

30

	0

<Парк Слоуп> 1 - 4 

5+
	44

18

6
	19

9

8
	9

4

3
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9.2. НАСЫЩЕННАЯ МОДЕЛЬ КАК РУКОВОДСТВО

Располагая указанным способом представления (т. е. контрастами) для всех переменных, мы теперь готовы приступить к анализу, кото-рый, как и для дихотомических переменных, начинается с исследова-ния нормированных значений оценок параметров насыщенной моде-ли. Машинная программа вычисляет их автоматически, как и в гл. 6, но при оценке важности <неких взаимодействий> появляются разли-чия. Они хорошо видны при рассмотрении двух переменных А и В с I и J категориями соответственно. Если нет каких-нибудь конкретных контрастов, то здесь будет всего IJ отдельных значений, объединенных под вывеской <взаимодействие АВ>, каждое из значений которых со- ответствует одному из множества значений {[image: image414]}. Появляются раз- личные возможности, простейшая среди которых состоит в том, что, когда каждое из значений {[image: image415]} меньше двух имеет смысл просто выкинуть это взаимодействие из модели (с учетом обычных иерархических ограничений). И наоборот, если только одно или два среди значений {[image: image416]} лежит за границами диапазона -2[image: image417]2, то можно полагать, что есть какое-то значимое взаимодействие с участием этих категорий. Конечно, если, например, в одной ячейке появится необычно большое значение, то все остальные ячейки в сравнении с ней будут необычно маленькими, и это может привести к выходу за интервал от -2 до 2 всех значений {[image: image418]}, который будет весьма трудно интерпретировать, пока не выяснится, что значение в одной ячейке велико и именно это порождает проблему. Мы увидим, что такая ситуация появится в наших примерах.

Пример 9.3
Данные о преступлениях из табл. 9.1 образуют таблицу 2 [image: image419]2 [image: image420]5 [image: image421]3, в которой первые три переменные-А (раса), В (округ) и С (вид преступления) - служат факторами, а четвертая переменная - D (исход дела) - выступает в качестве единственного отклика. Оценки параметров для двухфакторных взаимодействий с участием D и для важных трехфакторных взаимодействий приведены в табл. 9.3. Переменные А и В имеют всего по две категории, так что, например, [image: image422]=-[image: image423], фактор С - на пяти уровнях, следовательно, [image: image424]+[image: image425] + :+[image: image426] = 0 (с точностью до ошибок округления), на-конец, D имеет две категории, подчиняющиеся уравнениям (9.5). Результаты показывают малое прямое взаимодействие между А и D, некоторое - между В и D, и заметное - между С и D. Проявляются еще два значимых трехфакторных взаимодействия. Для проверки нашей интерпретации этих взаимодействий мы проверим теперь неко-торые ненасыщенные модели. Модель ABC/ACD/BCDхорошо соот-ветствует данным, чего можно было ожидать на основании результатов табл. 9.3. Величина Y2 при 10 степенях свободы равна 11,17. Модель ABC/AD/BD/CDподгоняется плохо (Y2 = 47,21 при 26 ст. св.), тогда как модель ABCIBDICDеще несколько хуже (Y2 = 49,85 при 28 ст. св.). Разница между последними двумя моделями (Y2 = 2,64 при 2 ст. св.) показывает, что если ABD исключить из модели, то нет
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Таблица 9.3. Оценки некоторых параметров и их нормированные значения для данных о преступлениях из табл. 9.1
	Параметр 

Оценка 

Нормированное 

значение 
	[image: image427]
-0,18

-1,40
	[image: image428]
-0,20

-0,51
	[image: image429]
0,36

2,86
	[image: image430]
0,17

0,44
	[image: image431]
0,53

2,07
	[image: image432]0,68

0,82
	[image: image433]
-1,21

-4,35
	[image: image434]
-1,89

-3,01

	Параметр 

Оценка 

Нормированное значение 
	[image: image435]
-0,43

-1,77
	[image: image436]
-0,04

-0,06
	[image: image437]
-0,16

-0,62
	[image: image438]Л
0,16

0,21
	[image: image439]
1,28

5,70,
	[image: image440]1,10

1,42
	[image: image441]
-0,85

-3,32
	[image: image442]
1,70

2,70


смысла включать в нее и AD. Обратимся теперь к модели ABC/BD/CD, оценки частот ячеек и нормированные остатки которой приведены в табл. 9.4.

Напомним, что ABC/BD/CD - это плохая модель и что были зна-чимы трехфакторные взаимодействия. Поэтому мы сосредоточим вни-

Таблица 9.4. Подгонка модели ABC/BD/CDк данным о преступлениях
	Ячейка
	Результат
	Оценка
	Остаток
	Ячейка
	Результат
	Оценка
	Остаток

	1111

2111

1211

2211

1121

2121

1221

2221

1131

2131

1231

2231

1141

2141

1241

2241

1151

2151

1251

2251

1112

2112

1212

2212

1122

2122

1222

2222

1132

2132
	33

53

5

14

10

7

5

1

9

10

11

5

4

16

12

13

32

87

20

98

8

2

10

2

10

8

5

5

8

5
	36,9

46,7

10,7

10,7

9,6

6,7

3,6

3,1

12,0

10,8

8,3

3,9

5,0

15,2

10,2

14,6

31,8

86,3

20,4

98,5

6,2

7,9

3,9

3,9

8,7

6,1

7,1

6,2

5,4

4,8
	-0,6

0,9

-1,7

1,0

0,1

0,1

0,7

-1,2

-0,9

-0,2

0,9

0,6

-0,5

0,2

0,6

-0,4

0,0

0,1

-0,1

-0,1

0,7

-2,1

3,1

-1,0

0,4

0,8

-0,8

-0,5

1,1

0,1
	1232

2232

1142

2142

1242

2242

1152

2152

1252

2252

1113

2113

1213

2213

1123

2123

1223

2223

1133

2133

1233

2233

1143

2143

1243

2243

1153

2153

1253

2253
	5

4

2

3

6

13

3

5

3

16

4

2

1

0

3

1

5

7

2

2

3

0

1

2

1

1

0

3

2

7
	8,0

3,8

1,6

4,9

7,2

10,2

2,3

6,2

3,2

15,4

1,9

2,4

1,4

1,4

4,7

3,3

4,3

3,7

,6

1,4

2,7

1,3

0,3

0,9

1,6

2,2

0,9

2,5

1,5

7,1
	-1,1

0,1

0,3

-0,9

-0,4

0,9

0,5

-0,5

-0,1

0,2

1,5

-0,3

-0,3

- 1,2

-0,8

- 1,2

°'2

1,7

0,3

0,5

0,2

- 1,1

1,2

1,1

-0,4

-0,8

-1,0

0,3

0,4

-0,0
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мание на нормированных остатках, которые имеют приближенное нормальное распределение со средним 0 и дисперсией 1.В двух ячей-ках - (1 2 1 2) и (2112) - оказались наибольшие по величине остатки, для которых предсказания нашей модели соответственно го-раздо больше и гораздо меньше наблюдаемых значений. Это и есть те ячейки, которые приводят к значимости трехфакторных [image: image443]-компонент. Мы завершим анализ этих данных в примере 9.8.

Пример 9.4 (продолжение примера 9.2)
Продолжим анализ данных о любителях алкоголя из табл. 9.2. Здесь есть два фактора А (годы) и В (места) и один отклик С (привязан-ность к выпивке). Переменные А и С упорядочены и для них 1 озна-чает линейный тренд, а 2 - индекс, соответствующий нелинейному тренду. Фактор В (происхождение) имеет три подстрочных индекса: (1) <Бауэри>, (2) <Кемп>и (3) <Парк Слоуп>. Используя насыщенную мо-дель, мы получим оценки, приведенные в табл. 9.5 (без нормированных значений двенадцати компонент трехфакторного взаимодействия, не превосходящих по величине 2).

Таблица 9.5. Оценки взаимодействий для данных о любителях алкоголя
	Параметр

Оценка 

Нормированное значение 
	[image: image444]
0,16

2,00
	[image: image445]
0,03

0,78
	[image: image446]
-0,04

-0,79
	[image: image447]
-0,02

-0,58
	[image: image448]
-0,11

-1,34
	[image: image449]
0,02

0,43
	[image: image450]
-0,40

-4,75
	[image: image451]
0,07

1,48
	[image: image452]
0,52

4,66
	[image: image453]
-0,09

-1,62


Взгляд на нормированные значения оценок параметров выявляет три значимых взаимодействия. Однако если [image: image454]= 0,52, то [image: image455]+[image: image456] = -0,52 из-за ограничений на параметры. Поскольку нет никакой возможности выяснить, какие из них действительно важны, а какие возникли только в силу ограничений, приходится приписывать этот результат всем трем категориям фактора В: в Парк Слоуп доволь-но мало горьких пьяниц, тогда как в Кемпе ситуация обратная, да и в Бауэри тоже меньше слегка выпивающих, чем крепко пьющих. Еще одно оставшееся значение параметра [image: image457], который положителен, говорит о значимом росте привязанности к <зеленому змию> по мере роста продолжительности пребывания в казарме.

За остальными, гораздо менее достоверными выводами, обратитесь к первоисточнику - работе Уильямса и Гризли [Williams О. D., Grizzle J. Е., 1972].

Пример 9.5
В качестве последнего примера применения насыщенной модели проанализируем данные, которые уже рассматривались ранее Дунканом [Duncan О. D., 1975]. Подход Дункана к анализу многоуровневых переменных мы обсудим в следующем параграфе. Данные относятся к ответам на вопрос, касающийся того, нужны ли перемены в целях, стоящих перед страной (США). Респонденты могли выбирать между такими ответами: (1) <такие перемены надо бы делать пореже>, (2) <нам следовало бы поостеречься проводить перемены>, (3) <мы должны по-
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Таблица 9.6. Данные Дункана о переменах
	Отклик
	1956 г.
	1971 г.

	
	1
	2
	3
	1
	2
	3

	1

2

3

4
	4

94

74

28
	9

211

164

47
	1

46

28

15
	2

85

41

31
	11

216

166

116
	1

87

80

74


чувствовать охоту к переменам>, (4) <перемены следует проводить постоянно>. Респонденты фиксировали такие свои политические сим-патии: (1) республиканец, (2) демократ и (3) независимый. Обследо-вание проводилось дважды: в 1956 и 1971 гг. Таким образом, данные образуют таблицу 4[image: image458]3[image: image459]2 (табл. 9.6).

Обозначая отклик через А, политические симпатии через В, а год через С, мы найдем, что среди нормированных значений компонент взаимодействия ABC нет превосходящих по модулю 2. Зато есть три значимые двухфакторные компоненты, а именно [image: image460], [image: image461]и [image: image462]A, (хотя, конечно, [image: image463]=-[image: image464], поскольку переменная С (год) дихотомическая). Любопытный момент здесь заключается в том, что чет-вертый ответ (постоянные перемены) все-таки выбирается в каждом случае (варианте). Эти параметры при переводе на словесные утверж-дения свидетельствуют, что (а) постоянные перемены были в гораздо большем фаворе в 1971 г., чем в 1956, и что (б) это,в частности, заметно в отношении независимых, а также, хотя и в меньшей степени, в от-ношении демократов. Эти выводы совпадают с теми, к которым при-шел Дункан.

9.3. РАЗДЕЛИМЫЕ НЕПОЛНЫЕ ТАБЛИЦЫ

Мы еще вернемся к анализу наших многомерных таблиц в конце этой главы, но прежде разовьем некоторые идеи относительно одного частного вида ситуации, что сулит нам важные последствия. Наш интерес сфокусируется теперь на неполных таблицах. Таблица называется неполной, если существуют такие ячейки, заполнение которых логически невозможно. Следовательно, они получают нулевые частоты.

Примером ситуации, в которой возникает неполная таблица, может служить перекрестная классификация ответов на следующие два вопроса в выборочном обследовании:

вопрос 1: в общем Вы за или против A?

вопрос 2: Вы ответили на вопрос 1 из-за B1, B2 или B3? Здесь мы имеем две переменные, А- на двух уровнях и В - на трех. Результаты обследования должны быть сведены в таблицу 2 [image: image465]3, но должна быть веская причина, по которой B1 влечет ответ <за А> в от-личие от (может быть, в противоположность) того, что B1 влечет ответ <против А>. Выход из положения заключается в представлении этих двух переменных в виде таблицы 2[image: image466]6, но уже неполной, как пока-
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Таблица 9.7. Пример разделимой неполной таблицы
	За А B1
	За Л В2
	За А В3
	Против А B1
	Против Л В2
	Против Л В3

	За Л .

Против Л - 
	.

-
	.

-
	-

.
	-

.
	-

.


зано в табл. 9.7, где <-> обозначает, что заполнение соответствующей ячейки невозможно.

Табл. 9.7 - это простой частный случай неполной таблицы. Она содержит два различных непересекающихся прямоугольника допус-тимых ячеек. Всякая такая таблица, которую можно разделить на множество не связанных между собой полных таблиц, называется разделимой. Еще один пример разделимой таблицы приведен ниже.

 

Таблица 9.8. Еще одна разделимая таблица
[image: image467]эквивалентно [image: image468]и [image: image469]
Анализ разделимых неполных таблиц очень прост: исходная таб-лица разбивается на свои полные компоненты и каждый из них анали-зируется независимо обычным путем. А объединенная модель для та-кой неполной таблицы получается объединением моделей полных подтаблиц с суммированием отдельных чисел степеней свободы и частных значений Y2, что создает основы для проверки качества такой объеди-ненной составной модели.

9.4. НЕРАЗДЕЛИМЫЕ НЕПОЛНЫЕ ТАБЛИЦЫ

Большинство неполных таблиц неразделимы. Они могут возникать естественно, как показано в табл. 9.9 и 9.10, а также выделяться в ходе анализа полных таблиц, когда мы хотим исследовать роль в модели какой-нибудь ячейки или группы ячеек.

Вовсе не неожиданно, что анализ неразделимых неполных таблиц сопряжен с трудностями, которые лежат, однако, не в плоскости оценивания частот ячеек для выбранной модели, а в определении числа степеней свободы для модели и оценок параметров.

Таблица 9.9. Неразделимая треугольная таблица
 

Общий доход семьи (фунты)

Доход главы семьи [image: image470]
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Таблица 9.10. Неразделимая таблица без диагонали
 

Социальное положение сына 

в отличие от положения отца

Социальное положение отца [image: image471]
9.5. КВАЗИНЕЗАВИСИМОСТЬ И ДРУГИЕ МОДЕЛИ ДЛЯ НЕПОЛНЫХ ТАБЛИЦ

Наипростейшая модель, представляющая интерес для полных таб-лиц, это модель независимости между переменными, которую мы сейчас перепишем для случая I[image: image472]J таблицы. Положим, что теоретическая вероятность появления случайного наблюдения в ячейке (i, j) равна [image: image473], причем pio = [image: image474]и p0j = [image: image475]. Две переменные А и В мы называем независимыми, если для всех i и j справедливо

[image: image476]= [image: image477]

 INCLUDEPICTURE "Анализ%20таблиц%20сопряженности_%20Г_%20Аптон%20ГЛАВА%209_%20МНОГОУРОВНЕВЫЕ%20ПЕРЕМЕННЫЕ%20И%20НЕПОЛНЫЕ%20ТАБЛИЦЫ.files/image883.gif" \* MERGEFORMAT \d [image: image478](9.6)

Гудмен [Goodman L. А., 1968] показал что естественным обобще-нием этого определения для неполной таблицы будет 

[image: image479]= [image: image480]

 INCLUDEPICTURE "Анализ%20таблиц%20сопряженности_%20Г_%20Аптон%20ГЛАВА%209_%20МНОГОУРОВНЕВЫЕ%20ПЕРЕМЕННЫЕ%20И%20НЕПОЛНЫЕ%20ТАБЛИЦЫ.files/image886.gif" \* MERGEFORMAT \d [image: image481]для всех ячеек, которые не обязаны быть нулевыми. (9.7) 

Соотношение (9.7) служит определением модели квазинезависимости между переменными А и В.

Оценки частот ячеек для модели квазинезависимости получаются точно так же, как и для полных таблиц с помощью алгоритма Деминга-Стефана, который в этом случае начинает итерации с неполной таблицы из единиц. Машинная программа из ЕСТА беспрепятственно дает оценки для ячеек.

Для определения числа степеней свободы мы сначала вычисляем число степеней свободы соответствующей таблицы I[image: image482]J, а затем вы-читаем число невозможных ячеек. Этот прием годится не только для модели квазинезависимости, но и для других моделей, приложимых к неполным таблицам. Так, для табл. 9.9 мы имели (3x3 -6=) 3 сте-пени свободы в модели квазинезависимости, а для табл. 9.10 - соот-ветственно (2x2 - 3=) 1 степень свободы. Понятно, что нельзя по-строить модель для отрицательного числа степеней свободы и что мо-дель с 0 степеней свободы будет точно соответствовать данным.

Файнберг [Fienberg S. Е., 19706, 1972] обобщил результаты Гудмена и показал, что в зависимости от вида таблицы можно подобрать множество других логлинейных моделей и найти оценки их параметров. Правда, эти оценки не всегда удается представить в явном виде и правила установления их существования в общем случае весьма сложны (см., например, [Bishop Y. M. M., Fienberg S. E., Holland P. W., 1975]).
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Конкретные оценки, относящиеся к модели с неполной треугольной таблицей, были получены Бишоп и Файнбергом [Bishop Y. M. M., Fienberg S. E., 1969] и, в более простом виде, Олтхем [Altham P. M. E., 1975]. Случай отсутствия диагонали подробно анализировал Вагнер IWagner S. E., 1970].

Пример 9.6
Данные, представленные в табл. 9.11, извлечены из экспертного обследования, проведенного Батлером и Стоксом (см., например, IButler D. E., Stokes D. Е., 1975]). Данные относятся к тем опрошенным (экспертам), которые сохранили верность своей партии в период с 1964 по 1966 г., а также к тем, кто отдал свой голос другой из трех указан-ных партий (и только из них) на вторых выборах.

Таблица 9.11. Четырехуровневые данные группы экспертов о результатах выборов в Великобритании в 1964 и 1966 гг.
 

	
	Итоги голосования 1964 г.

	
	Консерваторы
	Лейбористы
	Либералы
	Не участвующие

	1966 г. 
	Консерваторы 

Лейбористы 

Либералы 

Не участвующие 
	157

16

11

18
	4

159

9

12
	17

13

51

11
	9

9

1

15

	
	
	
	
	
	


Большие значения на главной диагонали таблицы указывают, что голоса экспертов на двух выборах не независимы. Величина Y2 для модели независимости равна 480,4 при 3x3 = 9 степенях свободы.

В табл. 9.12 показаны ожидаемые частоты для внедиагональных ячеек в предположении о квазинезависимости. В данном случае эта гипотеза означает следующее: если эксперты голосовали в 1966 г. иначе, чем в 1964, то их голосование 1966 г. не зависит от голосования 1964 г. Кроме того, это еще означает, что, например, ренегаты-консер-ваторы не голосовали в 1966 г. за либералов в большей степени, чем ренегаты-лейбористы или чем уклонявшиеся от голосования. При срав-нении табл. 9.11 и 9.12 получается, что модель хорошо согласуется с данными, поскольку величина Y2 равна 12,3 при 9 - 4 = 5 степенях свободы.

Таблица 9.12. Ожидаемые частоты внедиагональных ячеек табл. 9.11 для модели квазинезависимости
	
	Итоги голосования 1964 г.

	
	Консерваторы
	Лейбористы
	Либералы
	Не участвующие

	1966 г. 
	Консерваторы 

Лейбористы 

Либералы 

Не участвующие 
	-

17,0

10,6

17,4
	9,4

-

5,9

9,7
	13,4

13,7

-

13,9
	7,2

7,3

4,5

-
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9.6. РАЗБИЕНИЕ ПОЛНЫХ ТАБЛИЦ ДЛЯ ИСКЛЮЧЕНИЯ ЯЧЕЙКИ

 

В гл. 3 мы показали, как можно приспособить критерий [image: image483]к проверке независимости двух переменных для таблицы I[image: image484]J, а теперь,, после соответствующего разбиения таблицы, мы вынуждены разде-лить степени свободы [image: image485]на отдельные осмысленные компоненты. Мы можем поступать точно так же, когда таблица будет многомерной, а модель - не простой моделью независимости, рассматривая полную-таблицу как суперпозицию множества неполных таблиц и анализи-руя каждую неполную таблицу отдельно. Гейл [Gail М. Н., 19721 проанализировал много многомерных таблиц, сравнивая <порядковые> модели для полных таблиц с комбинацией результатов при моделях квазинезависимости составляющих их неполных таблиц. Было бы более удобно, однако, рассматривать объединение других квазимоделей в компоненты неполных таблиц. Мы, правда, сосредоточимся в нижеследующих примерах на исключении из полной таблицы немногих отдельных ячеек. Пример 9.7
В качестве простого примера, иллюстрирующего технику, мы возьмем данные, представленные в табл. 3.2 и воспроизведенные к табл. 9.13. Эти данные искусственные.

Таблица 9.13. Табл. 3.2 без ячейки
Наша исходная модель независимости имела значение Y2, равное 15,18 с 6 степенями свободы, а анализ остатков показал, что наибольшая частота приходится на ячейку (1,1), что и служило главной причиной неадекват-ности модели. Теперь мы выбросим ячейку (1,1), как показано в табл. 9.13, и подберем квазинезависимую модель, которая даст величину Y2, равную 3,45 при 5 степенях свободы. Теперь у нас есть модель, которая блестяще соответствует данным, и мы можем утверждать, что А и В независимы друг от друга, за исключением случая, когда В находится на уровне 1 и А попадает на тот же уровень, что вызывает диспропорцию. Заметим, что различие в значениях Y2 между моделями независимости и квазинезависимости равно: 15,48-3,45=11,73 при одной степени свободы, а это как раз то самое число, которое фигурирует в табл. 3.7. 

Пример 9.8 (продолжение примера 9.3)
Возвращаясь к анализу данных о преступлениях из табл. 9.1, вспомним, что модель ABC/BD/CD плохо соответствовала полной: таблице и остатки в табл. 9.4 говорили о том, что это главным образом обусловлено ячейками, связанными с исками по поводу пьянства. Наи-большая величина остатка выпала на ячейку (1, 2, 1, 2) - иски по поводу пристрастия к алкоголю черного населения в округе Ориндж, - фиксируя неожиданно большую частоту в этой ячейке.

Рассмотрим теперь неполную таблицу, полученную отбрасыванием ячейки (1,2, 1, 2), и проанализируем оставшиеся данные так, как 

[108]

будто это ячейка невозможна. Теперь та же самая модель ABC/BD/CD предсказывает достаточно точно (Y2 = 35, 60 при 27 ст. св.), а неадек-ватность ячейки (1,2, 1,2) выражается снижением величины Y2 на 14,25 при одной степени свободы. Пересчитав заново модель и постро-ив множество остатков, мы увидим, что наибольший остаток относит-ся к ячейке (1,1,1,2), а не к ячейке (2, 1, 1, 2), что можно было бы ожидать по исходной таблице остатков (табл. 9.4).

Следовательно, очередной шаг заключается в рассмотрении неполной таблицы без обеих ячеек (1, 2, 1, 2) и (1, 1, 1, 2). Для той же модели теперь получится величина Y'2, равная 30,28 при 26 степенях свободы, а значит, получилась вполне хорошая модель. Правда, сни-жение величины Y2 на 5,32 не так уж и велико (поскольку мы пытаемся ее увеличить) и в силу этого нет оснований рассматривать эту ячейку как особый случай.

По логарифмам оценок для ячеек можно найти параметры оцениваемой модели. В данном случае такие оценки единственны. Проблемы потери интерпретируемости обычно возникают только при сравнительно большом числе отброшенных ячеек. Интересующие нас пара-метры и их оценки приведены в табл.9.14 без обычных нормированных значений. Для неполных таблиц их трудно вычислить, но сравнение табл. 9.14 и 9.3 может служить хорошим указанием на то, какими они могут быть. Оценки в этих двух таблицах большей частью аналогичны, а их различия обусловлены разницей в моделях и тем, что в последнем случае отброшена ячейка (1, 2, 1, 2).

Можно увидеть, что к значимым коэффициентам (в порядке убывания значимости) относятся: [image: image486], а следовательно, мы можем резюмировать наши результаты:

(а) Раса. Раса не оказывает значимого влияния на исход (ЯЛ?>), если не считать пункта (г).

(б) Случаи предъявления исков. Общая доля исков, для которых вина установлена, согласно оценке модели равна ехр ([image: image487])/ {1 + ехр ([image: image488])}, что в пересчете дает 0,88.

Имеют место значимые вариации относительно этой общей доли, обусловленные видом преступления. Признания вины преобладают гораздо чаще для превышения скорости ([image: image489]), а также для пьянства ([image: image490]), тогда как для более тяжких преступлений преобладают слу-чаи, когда доказать вину не удается (поскольку [image: image491]< 0). В округе Дарем вину доказывают несколько чаще, чем в округе Ориндж ([image: image492]).

(в) Случаи, когда обвинения не предъявлены. Как правило, обвинения предъявляются ([image: image493]). В округе Ориндж обвинения не предъявляются чаще, но значимость этого эффекта сомнительна ([image: image494]). Число случаев предъявления обвинений при насилиях немного меньше, чем при преступлениях других типов ([image: image495]),

(г) Черные-алкоголики в округе Ориндж. Вопреки предыдущим общим выводам, в округе Ориндж наблюдается неправдоподобно большое число недоказанных обвинений в пьянстве, предъявленных неграм. Это не укладывается в отмеченные выше общие тенденции.
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Таблица 9.14. Оценки параметров для модели ABC/BD/CDпри отбрасывании ячейки (1, 2, 1, 2)
 

	Параметр 

Оценка 
	[image: image496]
1,00
	[image: image497]
2,91
	[image: image498]
0,25
	[image: image499]
0,60
	[image: image500]
0,94
	[image: image501]
0,11
	[image: image502]
- 1,26

	Параметр 

Оценка 
	[image: image503]
-2,07
	[image: image504]
-0,57
	[image: image505]
-0,16
	[image: image506]
-0,31
	[image: image507]
1,08
	[image: image508]
1,20
	[image: image509]
1,04


Наши выводы вполне соответствуют тем, что получили Ленен и Кох [Lehnen R. G., Koch G. G., 1974a]. Краткое обсуждение их под-хода к анализу таких данных приводится в параграфе 9.7.

9.7. АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ ПОДХОДЫ К АНАЛИЗУ ПОЛНЫХ ТАБЛИЦ

Подавляющее большинство публикаций рассматривает дихотомические переменные, а на политомические внимание обращается весьма редко. В результате до сих пор нет хорошо продуманной системы подходов в этом важном случае. Подход, изложенный в параграфах 9.2 и 9.6 отражает авторскую точку зрения на этот вопрос. Другие подходы предлагались Лененом и Кохом [Lehnen R. G., Koch G G 1974a] и Дунканом [Duncan О. D., 1975].

Ленен и Кох воспользовались подходом, основанным на взвешен-ном методе наименьших квадратов по Гризли, Стармеру и Коху [Grizzle J. Е., Starmer С. F., Koch G. G., 1969], который был изложен в параграфе 8.5. В этом подходе не обязательно подбирать, например, все (I - 1)[image: image510](J - 1) компоненты взаимодействия АВ, а достаточно иметь только те, которые считаются подходящими. Там, где мы остановились в примере 9.8 на таблице оценок параметров и сделали выводы на их основе, Ленен и Кох предлагают идти дальше и проверять важность отдельных компонент взаимодействий, сравнивая качество подгонки моделей обычным путем. Можно, конечно, обойтись и без взвешенного метода наименьших квадратов, максимизируя <в лоб> функцию, как отмечено в параграфе 8.5.

Пользуясь взвешенным методом наименьших квадратов, можно еще анализировать различные категории сравнений, которые подхо-дят под косвенный метод Гудмена. Это проще всего увидеть на приме-ре. В примере 9.1 мы построили в уравнениях (9.5) два сравнения ис-ходных категорий. Если теперь мы обозначим pl, p2, pG, pNGpnp- вероятности, соответствующие логарифмам приведенных ве-роятностей, то, найдя антилогарифмы обеих частей, мы получим утверждения

[image: image511](9.8)
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Таблица 9.15. Представление многоуровневого фактора с помощью фиктивных дихотомических факторов
	Политомический фактор 

Дихотомические факторы

Допустимые сочетания,

(1) - первый уровень, 

а (2) - второй
	Происхождение (<Бауэри>, <Кемп>, <Парк Слоуп>) 

Х1 (<Бауэри>, <не Бауэри>) 

Х2 (<Кемп>, <не Кемп>) 

Х3 (<Парк Слоуп>, <не Парк Слоуп>) 

[image: image512]
[image: image513]
[image: image514]


и

[image: image515]. (9.9)

Если правая часть выражения (9.8) - это обычное отношение преоб-ладаний, то правую часть (9.9) интерпретировать непросто. Правда, Ленен и Кох сумели работать с двумя просто интерпретируемыми отношениями , pG,/pNG (или p1) и pNG / (pG, +pNG). Причем последнее - прямое отношение преобладаний для случаев, когда обвинение не предъявлено, к случаям, когда оно предъявлено.

Хотя метод Ленена и Коха может привести к естественно выраженной модели множества многомерных данных, не всегда найдется естественное множество подходящих откликов (или их комбинаций), и это вынуждает констатировать широкое соответствие выводов в кон-це примера 9.8 с теми выводами, к которым пришли сами Ленен и Кох в собственном анализе табл. 9.1.

Совершенно другой подход предложил Дункан [Duncan О. D., 1975], который воспользовался идеей фиктивных переменных, обес-печивающих, например, подбор всех членов взаимодействия АВ, чис-ло которых (I - 1) (J - 1), о чем упоминалось тремя параграфами раньше. Воспользовавшись идеей фиктивной переменной, можно представить фактор, например с тремя уровнями, в виде трех дихотомичес-ких факторов, как показано в табл.9.15для переменной <местоположение> из примера 9.2. Простой фактор с тремя уровнями заменяете> трехфакторной таблицей с 8 ячейками, из которых 5 логически не-возможны. Анализ таким образом перестроенных данных приводит к рассмотрению неполных таблиц и может осуществляться обычным> методами.

Преимущество этого подхода - возможность использовать обыч-ную программу (ЕСТА) Гудмена, однако оценки параметров и их стандартные ошибки получить нелегко. Главный недостаток заключа-ется в том, что даже довольно простые задачи могут приводить к очень большим таблицам. Так, например, для данных о преступлениях из. табл. 9.1 требуется таблица 210, а для данных об алкоголиках из табл. 9.2 нужна соответственно таблица 29. Данные из табл. 9.6 ведут к таблице 28, и это позволяет нам заключить, что наши выводы для примера 9.5 соответствуют тем, которые получил Дункан своим методом.
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9.8. ЧАСТИЧНО КАТЕГОРИЗОВАННЫЕ ТАБЛИЦЫ

Распространенная трудность, знакомая всем, кто обрабатывает исходные данные, это пропущенные наблюдения: либо отдельные ин-дивиды ошибаются, отвечая на соответствующие вопросы анкеты, либо некоторые данные теряются, либо, наконец, какая-нибудь переменная оказывается недоступной. Обычно в таком случае аналитик тя-жело вздыхает и сокращает общий объем выборки. Если пропущено лишь несколько наблюдений, то ничего страшного не случится, но в многомерном анализе потеря нескольких наблюдений по каждой переменной может обернуться огромным числом пропусков во всей таб-лице.

Последние работы показали, как можно соединять подходящую частную информацию с данными, для которых полная информация позволяет получить оценки параметров [Chen Т., FienbergS. E., 1974]; [Hoching R. R., Oxspring Н. Н., 1974], а Чен и Файнберг [Chen Т., Fienberg S. Е., 1976] развили свою работу, включив проверку раз-личных логлинейных моделей. Аналогичная работа, но основанная на взвешенном методе наименьших квадратов, выполнена Кохом, Имрэ и Райнфуртом [Koch G. G., Imrey Р. В., Reinfurt D. W., 1972], которые привели массу численных примеров.

К сожалению, теория такого подхода сложна и зависит от того, какие именно данные пропущены.

ГЛАВА 10. СИММЕТРИЯ, ДАННЫЕ ОПРОСОВ И МОДЕЛИ ИЗМЕНЕНИИ

10.1. ВВЕДЕНИЕ

В этой главе мы встретимся с таким частным случаем сопряженных данных, при котором каждая переменная имеет равное число уровней, а каждый из этих уровней определяется одинаково для всех переменных.

Существуют два основных источника данных такого типа - это супружеские пары и экспертные исследования. Вот классические примеры такого рода. Переменная А - социальный класс отца (мужа), а переменная В - социальный класс сына (жены). Переменная А - политические симпатии некоторого человека в определенный момент времени, а переменная В - политические симпатии того же че-ловека в некоторый следующий момент времени.

Поскольку уровни переменных связаны, мы можем постулировать модели равенства между ячейками или частными суммами по обе стороны главной диагонали таблицы. Ячейки, лежащие на главной диагонали, представляют величины, которые можно характеризовать как показатели стабильности или отсутствия изменений. Мы большей час-тью будем иметь дело с внедиагональными ячейками. 112

10.2. СИММЕТРИЯ

О двухмерной таблице с переменными А и В, имеющими по I уровней каждая, говорят, что она симметрична, если

pij = Рij для всех i, j = 1, 2,:,I, (10.1)

где pij - теоретическая вероятность для произвольного наблюдения угодить в ячейку (i, j). Такая таблица симметрична относительно глав-ной диагонали.

Представление о симметрии легко обобщается для более чем двух факторов. Так, для трехфакторного случая мы требуем выполнения равенств

pijk = piki=pjik=pjki = pkij =pkji (10.2)

Поскольку вся информация относительно pij (или рij) заключена в частотах ячеек fij и fji, легко заметить, что если гипотеза о симметрии верна, то идеальная таблица должна содержать в ячейках (i, j) и (j, i) частоты, равные между собой. Иными словами, если модель (10.1) вер-на, то ожидаемая частота в ячейке (i, j) равна:

[image: image516](10.З)

Из нашего обычного определения критерия качества модели У2 следует, что для проверки качества модели симметрии (10.1) надо под-считать величину

[image: image517](10.4)

которая имеет I (I - 1)/2 степеней свободы, ибо таково число пар вне-диагональных ячеек.

Пример 10.1
Данные в табл. 10.1, заимствованные из работы Аптона [Upton J. G., 1977], показывают перераспределение голосов между 1966 и 1970 гг. для подмножества членов группы обследуемых, полученное Батлером и Стоксом, которые обсудили свои находки в работе [Butler D. E., Stokes D. E., 1975]. Конкретное подмножество, к которому относятся наши данные, образовано из тех индивидов, которые в период с 1964 по 1970 г. не изменили своих привязанностей и голосовали за консерваторов, лейбористов или либералов. Таблица обладает симметричными классификациями, соответствующими голосам, поданным за эти три партии вместе с воздержавшимися от голосования. Обсуждение проблем, связанных с воздержавшимися, читатель найдет в [Upton G. J., 1977].

Гипотезу о симметричности можно истолковать в том смысле, что, например, если некоторые из тех, кто в 1966 г. голосовал за консерваторов, в 1970 голосовали за лейбористов, то примерно столько же избирателей поступили наоборот, т. е. перешли от лейбористов к консерваторам. Здравый смысл подсказывает нам, что мы можем ожидать верности этой гипотезы только в том случае, если нет общей <перекач-
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Таблица 10.1. Поведение избирателей в 1966 и 1970 гг.
	 

 

 
	Результаты голосования 1970 г.

	
	Консерваторы
	Лейбористы
	Либералы
	Не участвую-щие

	1966 г.
	Консерваторы
	68
	1
	1
	7

	
	Лейбористы
	12
	60
	5
	10

	
	Либералы
	12
	3
	13
	2

	
	Не участвующие
	8
	2
	3
	6


ки> голосов между партиями. Таблица недвусмысленно указывает на существование такой <перекачки> к консерваторам в 1970 г., а это от-ражается на значении [image: image518], которое равно 27,61, что превышает 0,02%-ную точку распределения c2 при 6 степенях свободы. Поэтому мы вынуждены отвергнуть гипотезу о симметрии.

10.3. ЧАСТНАЯ ОДНОРОДНОСТЬ И КВАЗИСИММЕТРИЯ

Модель симметрии, определяемая уравнениями (10.1) или (10.2), весьма ограничительна. Несколько более реалистичной должна быть такая модель, которая требует только равенства частных вероятностей, оставляя в покое полное соответствие отдельных ячеек. Для двух переменных отсюда следует

pio = poi при i=l,2,..., I, (10.5)

где [image: image519]. Модель (10.5) известна как модель частной однородности.
Хотя модель (10.5) просто построить и легко понять, ее совсем не просто проверить. Причина заключается в том, что частные суммы все взаимосвязаны с вероятностями, стоящими в таблице, и мы не можем непосредственно сравнивать их величины, а вынуждены все пересчитывать в частоты ячеек. Прямая проверка частной однородности требует сложной последовательности итераций, и мы ее пропустим. Ниже мы приведем относительный критерий.

Хорошо видно, что если таблица симметрична, то ее частные суммы однородны (если мы алгебраически просуммируем модель 10.1 по двум переменным, то получим модель 10.5), однако обратное утверждение отнюдь не обязательно верно во всех случаях, за исключением случая таблицы 2 х 2. Это побуждает искать <нечто такое>, что, будучи добавлено к частной однородности, гарантировало бы симметрию. Такое пропущенное звено, может быть, будет более просто найти в терминах логлинейной модели. Обозначим переменные А и В и запишем vij = loge(pij). Следующая модель называется моделью квазисимметрии: 
vij=m+liA+ljB+lijAB, i, j=1, 2, : , I,
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при условиях [image: image520](10.6)

и [image: image521]для всех i, j.

Конечно, последнее ограничение придает модели частный вид. Если одновременно выполняются условия (10.6) и (10.5), то автоматически "выполняется и (10.1).

Для подбора модели (10.6), мы, как обычно, ищем соответствия между подходящими наблюдениями и ожидаемыми частными итогами. Из этого вытекают требования

ei0 = fi0, e0j = f0j
и

eij + eji = fij + fji (10.7)

Учет всех трех ограничений не совсем прост, но Бишоп, Файнберг и Холленд [Bishop Y. M. M., Fienberg S. Е., Holland P. W., 1975] предложили следующий изящный расчет, который позволяет воспользоваться стандартной вычислительной программой. Вот их правила:

1) перейти от двухмерной таблицы I x I к трехмерной таблице I x I x 2, выписывая во второй слой пары ячеек, симметричных относительно главной диагонали, меняя их местами. Тогда мы будем иметь

fij1 = fij,
(10.8)

fij2 = fji;
2) подобрать модель АВ/АС/ВС, т. е. модель без трехфакторного взаимодействия;

3) оцениваемые частоты ячеек для двух уровней фактора С должны быть идентичны, поскольку второй слой обратен первому, и служат оценками для модели квазисимметричности исходной таблицы;

4) поскольку в трехфакторном случае все частоты появляются дважды, вычисленное значение Y2 (Y2Q) надо уполовинить. Степени свободы можно найти из ограничений (10.6); они равны (I - 1) (I - 2)/2.

И поскольку присоединение частной однородности к квазисимметрии приводит к полной симметрии, а также в силу аддитивности значений У2, мы можем воспользоваться уже найденными величинами Y2S и У2Q для получения условного критерия частной однородности в предположении квазисимметрии. Он просто равен: [image: image522]c [I(I - 1)/2 - (I - 1)(I - 2)/2] = (I - 1)[image: image523] степенями свободы.

Пример 10.2 (продолжение примера 10.1)
Гипотеза о частной однородности утверждает, в том числе и для данных из табл. 10.1, что нет изменений в долях голосов, отданных за различные партии, или воздержании от голосования. Сначала мы подберем модель квазисимметрии, переписав для этого табл. 10.1 в трехмерную форму, представленную в табл. 10.2.

Как явствует из табл. 10.2, модель квазисимметрии приводит к удовлетворительному соответствию (Y2Q = 4,20) при 3 степенях сво-
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Таблица 10.2. Табл. 10.1, перестроенная для подбора модели квазилинейности. Предсказанные значения приведены под наблюдаемыми
	68
	12
	12
	8

	68.0
	11.7
	10.7
	9.6

	1
	60
	3
	2

	1.3
	60.0
	2.7
	2.0

	1
	5
	13
	3

	2.3
	5.3
	13.0
	1.4

	7
	10
	2
	6

	5.4
	10.0
	3.6
	6.0

	68
	1
	1
	7

	68.0
	1.3
	2.3
	5.4

	12
	60
	5
	10

	11.7
	60.0
	5.3
	10.0

	12
	3
	13
	2

	10.7
	2.7
	13.0
	3.6

	8
	2
	3
	6

	9.6
	2.0
	1.4
	6.0


боды. Отсюда следует, что если пренебречь несоответствием частных частот, то симметрия в этой таблице существует. А несоответствие про-является тогда, когда мы рассматриваем условный критерий частной однородности, ибо мы находим, что Y2m\q= 23,41 при всего 3 степенях свободы.

10.4. СИММЕТРИЯ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ТАБЛИЦ

В двух последних параграфах мы сталкивались со сравнительно простыми таблицами с двумя входами. Когда в перекрестную классификацию включается три или более переменные, анализ стремительно усложняется. Например, для построения модели симметрии при классификации трех факторов, когда рijk обозначена вероятность того, что произвольное наблюдение окажется в ячейке (i, j, k), мы требуем выполнения равенств

pijk = pikj = pjik = pjki = pkij = pkji (10.9)

для всех i, j и k. Выходит, что эта модель имеет I (I - 1) (5I + 2)/6 степеней свободы и ее нелегко проверить. Для более полного знаком-ства с моделями симметрии, квазисимметрии и частной однородности в таких ситуациях можно обратиться к работе [Bishop Y. M. M., Fien-berg S. E., Holland P. W., 1975].

10.5. ОПРОСНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ

Как уже отмечалось во введении к этой главе, симметричные таблицы могут появиться в широком классе ситуаций. Так, часто анализируются данные, относящиеся к перекрестной классификации остроты зрения женщин, работающих на Британских Королевских артиллерийских заводах (факторами служат показатели зрения правого и левого глаза). Но чаще всего источником симметричных таблиц служит опросное исследование, вроде того, что упомянуто в примере 10.1.

Главная особенность такого исследования заключается в том, что точки зрения, мнения и т. п. членов жюри фиксируются в нескольких последовательных моментах времени. Если задаваемые вопросы всякий раз меняются, то подходящим средством анализа должен стать метод последовательного построения многостадийной модели, описанный в параграфе 7.8. Однако обычно особый интерес представляют
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результаты таких <развивающихся> исследований, в которых видно, Как менялся ответ эксперта на один и тот же вопрос в различные моменты времени. Как правило, при сравнительно коротких временных интервалах между опросами ответы большинства экспертов не меняются, в связи с чем в двухфакторной ситуации (при двух моментах времени) масса наблюдений сосредоточивается на главной диагонали. Мы уже видели характерный пример: в табл. 10.1 из 213 экспертов .147 голосовали оба раза за одни и те же партии (а это составляет 69%).

Из-за сильной взаимозависимости между уровнями факторов стандартная логлинейная модель из гл. 7 не годится, ибо она должна обнаружить эту уже известную диагональную взаимозависимость, не проливая никакого света на взаимозависимости (какие бы они ни были), проявляемые внедиагональными частотами ячеек. Модели симметрии и квазисимметрии представляют альтернативный тип подхода, который может привести к исследованию некоторых любопытных аспектов поведения данных. Еще один подход заключается в построении специальных моделей, обеспечивающих простое и ясное истолкование данных и в проверке достоинств таких моделей. Давайте теперь обсудим модели этого типа.

10.6. МОДЕЛЬ <ИЗМЕНЧИВЫЕ-ПРЕДАННЫЕ>

Одной из старейших среди моделей, приспособленных для описания данных опросов, была модель <изменчивые-преданные>, предложенная Блюменом, Коганом и Маккарти [Blumen I., Kogan M., McCarthy Р. J., 1955] в связи с анализом данных, относящихся к опросу в два последовательных момента времени. В основе этой модели лежит предположение, что эксперты бывают двух основных типов - <изменчивые> и <преданные>. Преданные твердо придерживаются своих ответов, тогда как изменчивые меняют ответы раз от разу, не обращая внимания на свою собственную предысторию. Если мы сможем отделить преданных от изменчивых, то мы должны обнаружить, что для преданных во всех внедиагональных ячейках стоят нули, в то время как для изменчивых частоты ячеек, в том числе и лежащих на главной диагонали, должны проявить полную независимость.

К сожалению, эксперты сами не знают, относятся ли они к изменчивым или к преданным. Правда, мы можем полагать, что ненулевые элементы во внедиагональных ячейках целиком принадлежат изменчивым, в силу чего мы сосредоточимся именно на этих ячейках. Согласно модели изменчивые должны проявлять независимость, и, следовательно, от внедиагональных ячеек можно ожидать квазинезависимости. Тогда наш анализ сводится к подбору модели квазинезависимости (9.7) для этих ячеек и использованию предсказанных значений для ячеек при определении параметров модели квазинезависимости по соотношениям подобным

[image: image524](10.10)
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Наблюдаемые Частоты, принадлежащие главной диагонали (i, j), fij, сравниваются с оценками числа изменчивых, [image: image525]и преданных, [image: image526]. Из уравнения (10.10) мы имеем

[image: image527](10.11)

а значит, наилучшая оценка для числа преданных получается из

[image: image528](10.12)

Оценки долей изменчивых для каждого уровня (из I уровней) мы получаем, вычисляя, например, величину

[image: image529](10.13)

где [image: image530]представляет собой эту долю на уровне k для первого периода времени.

Пример 10.3 (продолжение примера 9.6)
В примере 9.6 мы подобрали модель квазинезависимости для внедиагональных ячеек из табл. 9.11. Найденные ожидаемые частоты приведены в табл. 9.12. Это как раз тот прием, который используется для модели <изменчивые-преданные>. Найденная нами модель довольно хорошо согласуется с данными, поскольку значение У2 равно 12,3 при 5 степенях свободы.

Сравнивая логарифмы ожидаемых частот ячеек и пользуясь уравнением (10.10), легко получить следующие оценки значений параметров:

[image: image531](10.14)

Здесь индекс А относится к голосованию 1964 г., а В - к голосованию 1966 г.

Из значений оценок в (10.14), пользуясь уравнением (10.11), мы можем вывести, что

[image: image532](10.15,)

и, следовательно, что

[image: image533](10.16)

Значит, согласно модели около 340 из 512 экспертов принадлежат к преданным (а это 66%). Более того, воспользовавшись уравнением (10.13), мы видим, что

[image: image534]
а все результаты суммированы в табл. 10.3.
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Таблица 10.3. Оценки числа преданных и долей изменчивых для данных табл. 9.11
 

	Число преданных
	Доли изменчивых

	
	1964 г.
	1966 г.

	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие

	1140,2
	1149.5
	442,5
	77,6
	00,36
	00,20
	00,29
	00,15
	00,27
	00,28
	00,17
	00,28


10.7. НЕСРАБАТЫВАНИЕ МОДЕЛИ <ИЗМЕНЧИВЫЕ-ПРЕДАННЫЕ>

Трудно ожидать, что в социальных науках любой математический закон можно было бы положить в основу взаимосвязей между факторами. И все наши модели из последних пяти глав в общем не лучше, чем те тенденции к математическим упрощенческим интерпретациям, которые проявляются при попытках объяснения данных. Модель <изменчивые-преданные> не более ошибочна, чем любая из этих моделей. Здесь важно это подчеркнуть, поскольку довольно легко увидеть, что, когда много данных хорошо согласуются с моделью, такая вроде бы превосходная модель может давать совершенно бессмысленные ответы. Этот пример должен послужить предостережением для специалиста по анализу данных, чтобы он или она не слишком доверялись выводам из своей собственной <излюбленной> модели.

Пример 10.4

Данные (табл. 10.4), к рассмотрению которых мы теперь обращаемся, снова заимствованы из [Upton G. J. G., 1977]. Они содержат результаты трех опросов, дополняющие данные табл. 10.1.

Табл. 10.4 - это таблица с тремя входами 4х4х4. Если мы

Таблица 10.4. Распределение голосов на выборах 1964, 1966 и 1970 гг.
	 
	1964г., консерваторы
	 
	1964 г.,

лейбористы

	
	1970 г.
	
	1970 г.

	
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие
	
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие

	 
	Консерваторы
	57
	0
	1
	5
	 
	Консерваторы
	2
	1
	0
	0

	1966
	Лейбористы
	4
	2
	0
	0
	1966
	Лейбористы
	7
	52
	3
	10

	 
	Либералы
	1
	0
	0
	1
	 
	Либералы
	1
	0
	1
	1

	 
	Не участвующие
	5
	0
	0
	0
	 
	Не участвующие
	1
	0
	0
	3
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Продолжение табл. 10.4

	 
	1964г., либералы
	 
	1964 г.,

не участвующие

	
	1970 г.
	
	1970 г.

	
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие
	
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие

	 
	Консерваторы
	8
	0
	0
	0
	 
	Консерваторы
	1
	1
	0
	2

	1966
	Лейбористы
	1
	5
	2
	0
	1966
	Лейбористы
	0
	1
	0
	0

	 
	Либералы
	10
	3
	12
	0
	 
	Либералы
	0
	0
	0
	0

	 
	Не участвующие
	0
	1
	3
	1
	 
	Не участвующие
	2
	1
	0
	2


 

сожмем ее по уровням 1964 г., то получится табл. 10.1, а если по уров-ням 1970 г. - то табл. 10.5.

Таблица 10.5. Голосования 1964 и 1966 гг.
 

	 

 

 
	Результаты голосования 1964 г.

	
	Консерваторы
	Лейбористы
	Либералы
	Не участвую-щие

	Результаты голосования 1966 г
	Консерваторы
	63
	3
	8
	3

	
	Лейбористы
	6
	72
	8
	1

	
	Либералы
	2
	3
	25
	0

	
	Не участвующие
	5
	4
	5
	5


Теперь мы применим модель <изменчивые-преданные> в отдельности к данным табл. 10.5, 10.1 и 10.4, пользуясь описанными выше методами, и получим результаты, обобщенные в табл. 10.6. Ключевой момент, вытекающий из табл. 10.6, заключается в том, что, хотя обе модели для двухфакторных классификаций превосходно объясняют данные, оценки чисел преданных сильно различаются (особенно для либералов), поэтому когда модель прилагается к полным данным для трех выборных компаний из табл. 10.4, результаты согласуются очень плохо.

10.8. МОДИФИКАЦИИ ЛОГЛИНЕИНЫХ МОДЕЛЕЙ

Гудмен [Goodman L. А., 1972с] рассмотрел массу вариаций моделей, многие из которых вполне годятся для анализа квадратных таблиц (I x I). Мы остановимся на двух его моделях. Это должно облегчить понимание мотивов, лежащих в основе выбора моделей, если мы соотнесем модели с конкретными ситуациями. Положим, что два фактора, которые мы рассматриваем, - это социальный статус эксперта в два разных момента времени. Во всех случаях социальный статус определяется по пятибалльной шкале,
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Таблица 10.6. Оценки чисел изменчивый и долей преданных по табл. 10.5, 

10.1 и 10.4 для модели <изменчивые-преданные>

	Таблица
	Числа преданных
	Доли изменчивых (1964 г.)

	
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие

	10.5
	56,9
	67.5
	21,9
	3,7
	0,20
	0,36
	0,23
	0,21

	10.1
	60,0
	56,7
	10,3
	0,8
	-
	-
	-
	-

	10.4
	54,6
	49,9
	11,2
	1,7
	0,22
	0,34
	0,36
	0,08


 

	Таблица
	Доли изменчивых
	Подгонка модели

	
	1966 г.
	1970 г.
	Степени свободы
	Y2

	
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие
	Консерваторы
	Либералисты
	Либералы
	Не участвующие
	
	

	10.5
	0,47
	0,11
	0,14
	0,28
	-
	-
	-
	-
	5
	3,6

	10.1
	0,30
	0,23
	0,38
	0,08
	0,32
	0,31
	0,13
	0,24
	5
	6,5

	10.4
	0,23
	0,39
	0,20
	0,18
	0,48
	0,17
	0,11
	0,24
	50
	122,0


Возьмем двух экспертов, изменивших свой статус, один - перейдя с уровня 4 на уровень 3, а другой - перейдя с уровня 3 на уровень 2. Если различия между разными уровнями социальной шкалы одинаковы, то изменения статусов обоих экспертов равно важны. Обе ячейки (4,3) и (3,2) лежат на одной диагонали в таблице с двумя входами, и это наводит на мысль включить в модель <эффект диагонали>. Соответствующая модель имеет вид

[image: image535](10.17)

где k = i - j и [image: image536]- параметр, связанный с k-й из (2I - 1) диагоналей в таблице с двумя входами. Всего имеется (2I - 3) различных параметра [image: image537], по одному на каждую из диагоналей, длина которых превышает 1, и, следовательно, есть I2 - 1 - (I - 1)-(I - 1)-(2I - 3) = (I- 2)2 степеней свободы для этой модели.

В другой раз мы могли бы рассматривать политические симпатии экспертов в два разных момента времени. Уровни двух классифицируемых факторов относятся к различным политическим партиям. Но так как одни партии - политические антиподы, а другие различают очень мало, переход от партии 4 к партии 3 может оказаться гораздо более важным, чем переход от партии 3 к партии 2, а в таком случае диагональная модель может стать неподходящей. Вместо нее мы введем в рассмотрение параметр [image: image538], который отражает расстояние
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между уровнями k и k + 1, что привдоит к следующей модели <перескока>:
[image: image539](10.18)

Всего имеется I - 1 параметров [image: image540], а значит, модель имеет I2 - 1 - 3 (I - 1) = (I - 1) (I - 2) степеней свободы.

Гудмен рассматривал еще множество других моделей, в которых комбинируются <перескоки> и диагональные элементы для разных частей таблицы с двумя входами. В примере 10.5 мы продемонстрируем применение подхода такого рода к анализу некоторых данных о выборах в Швеции.

Пример 10.5

Таблица 10.7. Результаты выборов в Швеции в 1964, 1968 и 1970 гг.

	Выборы 1964 г.
	Выборы 1968 г.
	1970 г.

	
	
	СДП
	ЦП
	НП
	К
	Всего

	СДП
	СДП
	812
	27
	16
	5
	860

	 

 
	ЦП
	5
	20
	6
	0
	31

	 

 
	НП
	2
	3
	4
	0
	9

	 

 
	К
	3
	3
	4
	2
	12

	ЦП
	СДП
	21
	6
	1
	0
	28

	 

 
	ЦП
	3
	216
	6
	2
	227

	 

 
	НП
	0
	3
	7
	0
	10

	 

 
	К
	0
	9
	0
	4
	13

	НП
	СДП
	15
	2
	8
	0
	25

	 

 
	ЦП
	1
	37
	8
	0
	46

	 

 
	НП
	1
	17
	157
	4
	179

	 

 
	К
	0
	2
	12
	6
	20

	К
	СДП
	2
	0
	0
	1
	3

	 

 
	ЦП
	0
	13
	1
	4
	18

	 

 
	НП
	0
	3
	17
	1
	21

	 

 
	К
	0
	12
	11
	126
	149

	Всего
	 

 
	865
	373
	258
	155
	1651


Данные, приведенные в таблице 10.7, относятся к результатам го-лосования 1651 эксперта, которые были отобраны случайным образом из шведских избирателей. Эти эксперты интервьюировались сразу пос-ле выборов 1964, 1968 и 1970 гг. Данные относятся к тем экспертам, которые на всех выборах голосовали за кандидатов одной из четырех ведущих партий: социал-демократической партии (СДП), партии центра (ЦП), народной партии (НП) или консерваторов (К). Те, кто воздерживался от голосования или голосовали за представителей дру-
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гих партий, из таблицы исключались. Я весьма признателен профессору Б. Сарлвику (В. Sarlvik) за предоставление этих данных.

Партии в таблице расположены в порядке убывания их <левизны> слева направо. Бросается в глаза, что большинство экспертов (около 80%) сохранили лояльность по отношению к своим партиям на всем протяжении исследования. Более внимательный анализ выявляет еще и наличие эффекта расстояния: при отказе от СДП более вероятен пе-реход к ЦП, чем к стоящей правее НП.

Данные, содержащиеся в этой таблице, фактически представляют собой частоты ячеек в трехмерной таблице 4х4х4. Метод анализа зависит от того, что требуется. Возьмем в качестве цели построение простой модели, хорошо объясняющей данные выборов 1970 г. Обо значим результаты голосования в трех случаях как факторы А, В, С (в хронологическом порядке) и будем рассматривать Л и В как обычные факторы, а С - как единственный отклик. Уровни каждого из факторов пронумерованы от 1 до 4 и соответствуют четырем партиям, следующим в том порядке, в каком они были записаны в таблице.

Наша основная модель - это модель независимости переменной C от факторов А и В с добавлением эффектов <лояльности> и <расстояния>, упомянутых выше. Для эффекта расстояния мы используем переменную <перескока> 5, как в уравнениях (10.18). В данном случае мы сравниваем голосования 1968 и 1970гг., и 4 уровням соответствуют 3 расстояния. Для учета лояльности введем 2 фиктивные дихотомические переменные, Х и Y. Любая ячейка принадлежит уровню 1 фактора X, если результаты голосования 1964 и 1970 гг. совпадают, и уровню 2 - в противном случае. Отметим, что поскольку переменная X - дихотомическая, [image: image541]. Переменная Y определяется аналогично для 1968 и 1970 гг. Полная модель будет тогда (довольно неопределенно) записываться в виде

[image: image542](10.19)

где [image: image543]относится к сумме по всем возможным расстояниям от j до k. Следующий пример призван конкретизировать эту модель:

[image: image544]
Мы можем найти уравнение (10.19) либо матричным методом па-раграфа 8.5, либо обрабатывая 3 параметра расстояния как фиктивные переменные и выражая полную таблицу 4х4х4 как неполную 43x25, либо, наконец, переходя к мультипликативному выражению модели и пользуясь методами максимизации функций.

Результаты модели, которая описывает данные достаточно хоро-шо, но не потрясающе ([image: image545] =55,2), показывают, что в 1970 г. имело место смещение к центру, сделавшее партию Центра наиболее популярной, сменившей Народную партию. Однако из-за устрашающих эффектов расстояния и лояльности это вовсе не означает, что данные партии заработали больше всего голосов. Из табл. 10.7 видно, что социал-демократическая партия контролирует явное большинство участ-ников обследования, хотя обе центристские партии заметно прибавили
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в 1970 г. Оценки параметров выявляют, что две центристские партии выглядят теснейшим образом, связанными между собой (и это не уди-вительно), при наибольших расхождениях между ними и социал-демократами.

Возможно любопытное сравнение с двумя альтернативными простыми моделями: моделью чистой лояльности и моделью чистого расстояния, которые получаются отделением от модели уравнения (10.19) либо [image: image546], либо [image: image547]и [image: image548]. Обе эти модели из рук вон плохо объясняют имеющиеся данные ([image: image549]= 312 и [image: image550]= 94 соответственно).

10.9. ЛАТЕНТНО-СТРУКТУРНЫЕ МОДЕЛИ

Совершенно другой подход к анализу таблиц сопряженности основывается на той идее, что, по-видимому, система связей, которые, проявляются как существующие между переменными в перекрестной классификации, можно объяснить с помощью очень простых соотношений между этими переменными и некоторыми другими переменными, которые мы не наблюдаем и которые называются поэтому латентными (скрытыми) переменными.

Для облегчения понимания идеи латентно-структурного анализа мы вернемся к задаче поиска модели перемен в голосовании. Мы видели, что модель <изменчивые-преданные> была наивной и давала сбои при попытках тонкой интерпретации данных. Эта модель делит избирателей на два класса-изменчивых и преданных. Разумная латентно-структурная модель будет содержать четыре (латентных) класса. Латентный класс С включает тех избирателей, которые придерживаются консервативных взглядов и от которых можно ожидать почти всегда, но не абсолютно всегда, голосования за консерваторов. Должны быть соответствующие классы S - для лейбористов, L - для либералов и A - для воздержавшихся. Тот человек, который голосовал за консерваторов на пяти выборах подряд, скорее всего, член консервативной партии, но может быть, что он принадлежит и к какому-нибудь из оставшихся классов. Проблемы, присущие моделям латентно-структурного анализа, связаны с определением вероятностей различных ответов для каждого класса, а также, в менее исследованных ситуациях, с определением числа латентных классов, необходимых для объяснения наблюдаемых данных. Главное свойство латентного класса состоит в том, что мы не можем быть уверенными в его существовании!

Идеи латентно-структурного анализа были четко изложены Лазерсфельдом и Генри [Lazarsfeld P. F., Henry N. W., 1968] и применены к данным опроса Виггинсом [Wiggins L. М., 1973]. Однако Виггинс пренебрег статистическими аспектами изменчивости данных и его подход основан на вере в получение удовлетворительной модели. Гудмен [Goodman L. А., 1974а, 1974б] обратил внимание на латентно-структурную модель и, как обычно, дал исчерпывающее описание методологии использования для ее получения логлинейных моделей. В конце этого параграфа мы приведем набросок его подхода к такой задаче.
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Только для целей иллюстрации мы положим, что имеется четырех-клеточная классификация для переменных А, В, С и D, где [image: image551]- вероятность для произвольного наблюдения оказаться в ячейке (i, j, k, l). Согласно латентно-структурному подходу мы выдвигаем гипотезу о существовании ненаблюдаемой (латентной) переменной X, которая имеет Т классов. Число Т не известно и часть анализа заключается в том, чтобы исследовать влияния различных значений Т и установить, какое из них оптимально. Для этого мы представим данные

как компоненты частных итогов ABCD из пятивходовой таблицы ABCDX. То же самое верно и для теоретических вероятностей, что дает нам право записать

[image: image552](10.20)

где [image: image553]- (неизвестные) вероятности того, что произвольное наблюдение угодит в ячейку (i, j, k, l, t) таблицы с пятью входами.

Оказывается, что принятый способ обращения с латентным фактором X приводит к использованию величин [image: image554], определяемых как условные вероятности уровня i фактора A, когда известен подходящий уровень переменной X, и это уровень t. Тогда если внутри уровня t переменной Х факторы А, В, С и D взаимно независимы, то мы можем записать

[image: image555](10.21)

где [image: image556]- обычная вероятность для произвольного индивида попасть на уровень t переменной X. Если прологарифмировать обе части выражения (10.21), то получится логлинейная модель, основанная на идее независимости.

Все члены выражения (10.21), стоящие справа, нам не известны и требуют оценки. Воспользовавшись принципом максимума правдоподобия, мы придем к решению системы уравнений такого вида:

[image: image557]
(10.22)
[image: image558]
где fijhi - наблюдаемая частота в данной ячейке, n - общая сумма частот всех ячеек, а остальные члены оценок максимума правдоподобия соответствуют вероятностям. Решать эти уравнения приходится численно, итеративным путем, как предложил Гудмен, который усуановил, что процесс сходится быстро.
Этот метод легко обобщается на случай множества латентных пе-
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ременных. Так, например, если допустить наличие двух дихотомических латентных переменных Y и Z, то описанная теория может быть ис-пользована непосредственно в предположении, что Х имеет 2х2 = 4, уровня, с учетом соответствующих ограничений.

Идея латентной структуры, с помощью которой вводятся один или несколько скрытых факторов, весьма привлекательна, поскольку уп-рощает выявляемые сложные взаимосвязи между наблюдаемыми переменными. Примеры, приведенные Гудменом, показывают, что очень простые латентно-структурные модели работают удивительно хорошо при объяснении наборов данных, неудобоваримых для других методов. Однако число возможных латентно-структурных моделей из-за перестановок чисел латентных факторов и чисел уровней для каж-дого из этих факторов, действительно, огромно. Поэтому рассматривать возможность применения таких моделей стоит только в том случае, когда есть четкий подход к интерпретации латентных переменных и кажется целесообразной попытка проверить гипотезу о существовании именно этих латентных переменных для продвижения анализа имеющихся данных. Конечно, наиболее каверзный критерий требует перенесения латентно-структурной модели, полученной на одном множестве данных, на другое множество, для которого, можно ожидать, она пригодна. Поскольку переменные вводятся по необходимости незримо, это больше, чем обычное требование к модели дать убедительное объяснение наблюдаемых событий, обеспечивая выбор окончательной модели.

10.10. АНАЛИЗ ДАННЫХ ОПРОСОВ ПРИ ОТСЕВЕ ОПРАШИВАЕМЫХ

В параграфе 9.8 мы отмечали, что методы, основанные на обычном принципе максимума правдоподобия, предназначены для преодоления трудностей неполноты данных такого рода, когда известны не все уровни всех факторов. В наиболее остром виде эта проблема проявляется в любом длительном опросном исследовании. Некоторые участники опроса умирают или выбывают из игры по каким-то иным причинам, вводятся в исследование новые участники. На всем протяжении обследования может происходить действительно значительная смена участников с малым числом тех, кто продержался от начала до конца.

Ленен и Кох [Lehnen К. G., KochG. G., 1972, 1974б] исследовали один такой опрос и выработали детальный подход к этой проблеме, который обеспечивает получение улучшенных оценок параметров их модели с помощью частичной информации от эпизодических участников вместе с информацией от постоянных. В их подходе эксплуатируется обобщенный метод наименьших квадратов Гризли, Стермера и Коха [GrizzleJ. Е., Starmer С. Р., KochG. G., 1969], который кратко обсуждался в параграфе 8.5. Они предлагали дополнить этот метод критериями для определения того, значимо ли различается информация от эпизодических участников и от постоянных. Удивительно, но их подход служит лишь только предметом обсуждения этой проблемы в литературе по обработке данных.
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10.11. ОБОБЩЕНИЕ МОДЕЛИ <ИЗМЕНЧИВЫЕ-ПРЕДАННЫЕ> И СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ

Важные результаты были получены при поиске обобщений модели <изменчивые-преданные> в связи с анализом социальной мобильности. Основные особенности этой работы заключаются в развитии довольно сложной статистической теории выводов из примеров практических приложений. Последние должны иметь смешанную структуру, поскольку можно заметить, что будет появляться мало подходящих данных, по которым эти модели проверяются. Мы упомянем ниже некоторые из наиболее важных работ, которые, хотя и относятся главным образом к изучению социальной мобильности, содержат тем не менее путеводную нить к развитию общей теории анализа данных обследований.

Модель <изменчивые-преданные> была предложена в основном для <объяснения> больших частот ячеек, лежащих на главной диагонали, что часто встречается в таблицах. Через некоторое время выяснилось, что модель, как было показано в параграфе 10.7, слишком упрощена. Гинсберг [Ginsberg R. В., 1971] .и Гильберт [Gilbert G., 1973] обобщили эту модель с помощью <закона накопления инерции>, предложенного Макгиннисом [McGinnis R., 1968]. Этот <закон> утверждает, что более широкие уровни (такие, как социальный класс, работа, предпочтение при голосовании) занимаются индивидом тем менее вероятно, чем более этот индивид склонен менять уровни. Работа Гинсберга и Гильберта основана на теории полумарковских процессов и связывает перераспределение вероятностей между уровнями как с исключением старых уровней, так и с введением новых. Шпилерман [Spilerman S., 1973] показал, что вместо двух классов - изменчивых и преданных - следовало бы рассматривать весь диапазон изменений от неподвижных до сверхизменчивых.

Обзоры основных достижений в исследовании социальной мобильности приводят Зингер и Шпилерман [Singer В., Spilerman S., 1974] и Соренсен [Sorensen А. В., 1975].
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ПРИЛОЖЕНИЯ

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

[image: image559]
Функция нормального распределения

Величина Ф (х) = Р [X ?х], где Х имеет нормальное распределение со средним 0 и дисперсией 1. (Заметим, что если Z имеет нормальное распределение со средним 0 и дисперсией s2, то Р [Z? z] = Ф [(z - m.)/s]).
	х
	Ф (х)
	X
	Ф W

	0,0
	0,500
	1,5
	0,933

	0,1
	0,540
	1,6
	0,945

	0,2
	0,579
	1,7
	0,955

	0,3
	0,618
	1.8
	0,964

	0,4
	0,655
	1,9
	0,971

	0,5
	0,692
	2,0
	0,977

	0,6
	0,726
	2,1
	0,982

	0,7
	0,758
	2,2
	0,986

	0,8
	0,788
	2,3
	0,989

	0,9
	0,816
	2,4
	0,9918

	1,0
	0,841
	2,5
	0,9938

	1,1
	0,864
	2,6
	0,9953

	1,2
	0,885
	2,7
	0,9965

	1,3
	0,903
	2,8
	0,9974

	1,4
	0,919
	2,9
	0,9981


Ф(-x)=1-Ф(x)

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Процентные точки распределения хи-квадрат

Число в таблице, стоящее в строке d (d степеней свободы), есть Значение Т для которого P[[image: image560]>T] = Р, где Р - вероятность, указанная в шапке столбца.

	 

 
	Вероятность <хвоста>, Р

	Степени свободы, d
	0.10
	0.05
	0.01
	0.001

	1
	2,71
	3,84
	6,63
	10,83

	2
	4,61
	5,99
	9,21
	13,81

	3
	6,25
	7,81
	11,34
	16,27

	4
	7,78
	9,49
	13,28
	18,47

	5
	9,24
	11,07
	15,09
	20,52

	6
	10,64
	12,59
	16,81
	22,46

	7
	12,02
	14,07
	18,48
	24,32

	8
	13,36
	15,51
	20,09
	26,12

	9
	14,68
	16,92
	21,67
	27,88

	10
	15,99
	18,31
	23,21
	29,59

	12
	18,55
	21,03
	26,22
	32,91

	14
	21,06
	23,68
	29,14
	36,12

	16
	23,54
	26,30
	32,00
	39.25

	18
	25,99
	28,87
	34,81
	42,31

	20
	28.41
	31,41
	37,57
	45,31

	25
	34,38
	37,65
	44,31
	52,62

	30
	40,26
	43,77
	50,89
	59,70

	40
	51,81
	55,76
	63,69
	73,40

	50
	63,17
	67,50
	76,15
	86,66

	60
	74,40
	79,08
	88,38
	99,61

	70
	85,53
	90,53
	100,4
	112,3

	80
	96,58
	101,9
	112,3
	124,8

	90
	107,6
	113,1
	124,1
	137,2

	100
	118,5
	124,3
	135,8
	149,4

	 

 
	10%
	5%
	1%
	0,1%

	
	
	
	
	
	
	




* Читателю можно порекомендовать, например, следующие таблицы: Большев Л. Н., Смирнов Н. В. Таблицы математической статистики. М., Наука, 1965; Я н к о Я. Математико-статистические таблицы. М., Госстатиздат, 1961; Оуэн Л. Б. Сборник статистических таблиц. 2-е изд. М., ВЦ АН СССР, 1973; Митропольский А. К. Техника статистических вычис-лений. 2-е изд. М., Наука, 1971. - Примеч. пер

* Здесь автор пользуется фрагментами так называемой теории шкал Стивенса. Желающие узнать подробности могут обратиться, например, к работам:

Стивене С. Экспериментальная психология. Т. I, М., Прогресс, 1960; О с и-п о в Г. В., Андреев Э.П. Методы измерения в социологии. М., Наука, 1977;

А д л е р Ю. П. Предпланирование эксперимента. М., Знание, 1980. - Примеч. пер.
32

*В отечественной литературе сложилась традиция говорить о <путевом анализе>, <путевой модели>, <путевой диаграмме>, <путевом коэффициенте>. Нам такая терминология представляется мало удачной, поскольку речь идет о <пути> от причины к следствию, да еще в условиях статистического шума. Поэтому мы в соответствии с обычной статистической практикой предпочитаем говорить об <анализе связей> (оставляя слово <причинных> в скобках или вовсе опуская его), <диаграмме связей> и т. п. Честь разработки этой статистической техники принадлежит С. Райту, который обобщил свои классические результаты в работе: WrightC. Themethodofpathcoefficients. - AnnalesofMathematicalStatistics,1934, 5, р. 161-215. См. также: Математика в социологии: моделирование и обработка информации. Сборник. М., Мир, 1977 и Х е и с Д. Причинный анализ в статистических исследованиях. М., Финансы и статистика, 1981, гл. 4.- Примеч. пер.

* У автора - voters. - Примеч. пер.

* По всей вероятности, <Бауэри>, <Кемп> и <Парк Слоуп> символизируют социальное происхождение обследуемых: <из городской бедноты*, <потомственный военный>, <аристократ>, соответственно. - Примеч. пер.

